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INTRODUCCION

Hoy en dia el uso de matematicas esta presente en la mayoria de los ambientes en el
que el ser humano se desarrolla. Para la gran mayoria de los estudiantes es una herramienta
necesaria que deben aprender y mas ain comprender, para poder manejar diversos temas de
ingenieria. Esta obra pretende presentar una de las herramientas de el calculo de una forma
sencilla, clara y préactica, de tal forma que el lector sea capaz de entender otros libros de esta
misma indole, y le ayude a comprender los fundamentos de los conceptos basicos del calculo.

Para esto, daremos paso a explicar conceptos basicos sobre calculo diferencial e
integral sin mucho tecnicismo. Ademas de ejercicios resueltos a detalle, de manera que el
lector pueda observar cada paso de la solucion de los diferentes problemas, de una forma
ordenada y pequenas explicaciones donde pueda existir alguna confusion, por tal motivo te
recomendamos atender las notas que estan en todo el libro encerradas o con letras mayuscula
(NOTA).

Dicen que la mano tiene memoria, por lo que te recomiendo que, al analizar cada
egjercicio, puedas transcribirlo y razonarlo para tener un mejor aprendizaje de los temas que

te interesan, que espero que sean, si no todos, por lo menos la mayoria.
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Profeta Isaias

CAPITULO 1. LIMITES

1.1 CONCEPTOS BASICOS

En este capitulo nos adentraremos al estudio de limites, concepto, reglas y
procedimientos algebraicos para la solucion o la determinaciéon de la existencia o no
existencia del limite de una funcion.

Pero antes de iniciar vamos a recordar algunos conceptos basicos y tutiles que nos serviran
en el transcurso de los siguientes temas.
Variable: es un elemento matematico sujeto a cambios frecuentes dentro de un conjunto de

numeros. De forma convencional se tomaré a "x" como variable independiente y a "y" como

variable dependiente, de tal forma que los valores que tome "y" siempre van a depender de
los valores que tome "x"
Por ejemplo: Tu promedio en matematicas (y), depende de las horas de estudio (x).
La notacién matematica conveniente seria la siguiente:
y=f(x)
Conjunto: Es la agrupacion de objetos que tienen una caracteristica comun, cada objeto se
llama miembro o elemento.
Por ejemplo: Sea el sistema planetario, el conjunto, cada planeta es un elemento.
Funcién: En general, una funcion de una variable real es una correspondencia entre dos

conjuntos de nimeros reales, de tal forma que corresponde a cada “x” perteneciente a todos

los numeros reales (R) un tnico valor:

f(x) €R
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Por ejemplo:
Si A=1{1,3,5} y B =1{4,10,16} y su correspondencia es del triple mas uno. Ver figura
1.

Es decir: y = f(x)

Se lee, funcion de x que
pertenece a los niimeros

f(x)=3x+1 reales
CONJUNTO

A B

1 > 4

3 »10

5 »16

Figura 1. Correspondencia en conjuntos

Teniendo una funcién f: A — B se define de la siguiente manera:

Al conjunto A se le llama conjunto de partida o dominio, se puede escribir como Dy.

Al conjunto B se llama conjunto de llegada o codominio.

Los elementos del conjunto de partida o dominio, se llaman preimagenes.

Por criterio de funcidn, a los elementos del conjunto de llegada se les llama iméagenes
siempre que estén asociados a una preimagen.

Al conjunto formado por las imagenes, se les llama rango (R¢) o ambito (As). En la

figura 2 se muestran dos conjuntos y sus respectivos elementos.

CONJUNTO

3 e
X > 2 Codominio = {2,4,6, 8}
Y > 4 Rf = {2,4,6}
VA » 6
8
—

Figura 2. Dominio, codominio y rango
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Con el recordatorio anterior procederemos a definir que es el limite de una funcion,
un tanto informal para poder comprender lo mejor posible el concepto.

Limite de una funcién: Es que tan cercano estd un valor de un determinado punto,

esto quiere decir, cuando "x" tiende a llegar lo mas cerca posible a “x,” , la funcion f(x) se
le asignaran valores muy proximos a L. Por lo cual, decimos que:

lim f(x) =1L

X—Xg

Considerando el concepto anterior podemos revisar un ejemplo cldsico: supongamos
que tenemos un resorte colgando de un extremo a una barra y en el otro extremo una masa
de peso “p”, conociendo que el resorte se rompera si la masa es igual o mayor a 10Kg,
podemos aproximar la longitud total del alambre “L” del resorte, variando el peso hasta casi
llegar al maximo, observar la figura 3.

Entonces cuando “p” tiende a 10Kg, [ tiende a L.

Donde: L es la longitud méxima del alambre del resorte.

o

»n

=
@

;96
ML6
86
66

Figura 3. Estiramiento mecanico de un resorte

Por lo cual, podemos concluir con la siguiente notacion de limite:

lim =1L
p—10

1.2 LiMITES LATERALES

Si la funcién f(x) = 2x?

Primero consideramos realizar una secuencia de valores de "x" que se aproxima a 2 por
la izquierda y por la derecha, para poder observar las imagenes (codominio) a las que estaran
asociados, como lo muestra la figura 4, en la figura 5 se muestran las tablas con los

acercamientos por la izquierda y la derecha.
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Valor

Aprox. por la lzda. i Aprox. por la Dcha.
Ty e

1.82.2
1.5 2.5

-1 0 1 2 3

Figura 4. Acercamientos por la izquierda y derecha.

Aproximacién por la Aproximacién por la
izquierda derecha
X f() X )
1.8 6.48 22 9.68
1.85 6.845 2.15 9.245
1.9 7.22 2.1 8.82
1.95 7.605 2.05 8.405
1.99 7.9202 2.01 8.0802
1.999 7.992002 2.001 8.008

‘\/’

Figura 5. Tablas de valores del codominio.

Como se puede observar, las imagenes (codominio) se aproximan a 8, cuando x se

aproxima a 2. En consecuencia, podemos decir, que el limite es:

Por la izquierda Por la derecha
lim f(x) =8 lim £(x) =8

Concepto de limites laterales

Limite lateral por la izquierda: lim f(x) = P, cuando "x" se aproxima a x, con
X=X

valores menores a dicho valor, El resultado se aprooxima al nimero P

Limite lateral por la derecha: lim f (x) = Q, cuando "x" se aproxima a X, con
xX—xg

valores mayores a dicho valor, el aproxima al numero Q.

Por lo tanto decimos que, lim f(x) = L, si existen sus dos limites laterales y ademas
XX

coinciden.
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) Se lee, x que tiende a tres ]
Por ejemplo:

a) Obtener los limites laterales de f(x) = 3x —2 conx — 3

lim f(x) =3x—2
x—3~

X 2.8 2.85 29 2.95 2.99 2.999

f(x) 6.4 6.55 6.7 6.85 6.97 6.997
Obtenemos que ,}H?_ fx)=7

xll)r‘}*;n+ f(x)=3x—-2

32 3.15 3.1 3.05 3.01 3.001

f() 7.6 7.45 7.3 7.15 7.03 7.003
Obtenemos que ,}L%L fx)=7

En ambos casos, la tendencia del limite es hacia el “7”
b) Obtener los limites laterales de f(x) = in%_l conx - 1

) . v 1 .y . .., 0
NOTA: Si sustituimos el "1" directamente en la funcion, tendremos la indeterminacion i

indeterminado, por consiguiente, para calcular el limite se debe realizar una aproximacion

lateral, por la izquierda o la derecha o bien aplicar algun método algebraico.

2

Limite por la izquierda de la funcion: lim Zxx:j_l
X 0.5 0.6 0.8 0.9 0.95 0.98 0.99 0.999
f(x) |2 22 2.6 2.8 29 2.96 2.98 2.998
Entonces
Jim £ =3
Por la derecha
lim 2x2—x—1
x-1r x—1
X 1.5 1.4 1.2 1.1 1.05 1.02 1.01 1.001
f(x) |4 3.8 3.4 3.2 3.1 3.04 3.02 3.002
Entonces

Jim /) =3
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Para comprobar el limite anterior podemos aplicar algin método algebraico, como
factorizacion en cociente de polinomios (se explicara mas adelante).

C2x2—x—-1 (x—1D2x+1)
lim =
x-1 x—1 (x — 1)

=2x+1=2(1)+1=3

Podemos concluir que el limite existe.

¢) Calcular el limite de la funcién f(x) = li—l , con x = 0, por la izquierda y por la

derecha.

Al evaluar la funcion con x = 0, observamos que no esta definida, pero podemos
realizar una aproximacion por la derecha y por la izquierda para saber hacia a donde se
acerca.

Por la izquierda

x|
lim—
x-0 X
X -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 -0.01 | -0.001 |-0.0001
fx) |-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
Por consiguiente
LY
lim —= -1
x-0" X
Por la derecha
x|
lim—
x-0 X
X 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0.01 0.001 0.0001
f(x) 1 1 1 1 1 1 1 1
Por consiguiente
_|x]
lim —=1
x-0t X
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Se puede observar que, cuando nos aproximamos a cero por la izquierda el limite

tiende a —1 y por la derecha el limite tiende a 1, un valor distinto, entonces concluimos que,

el limite no existe. Podemos ver su comportamiento en la grafica de la figura 6.

1t

v

Figura 6. Grafico de la funcion.

1.3 PROPIEDADES DE LOS LIMITES.

En esta seccion se proporcionan una lista de propiedades que se pueden aplicar en la

resolucion de limites.
a) Limite de una constante

lim k =k

X—=Xg

b) Limite de una suma o resta
lim [f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x)
X—Xg X=X X—>Xg
¢) Limite de un producto de funciones
lim [f (x) * g(x)] = lim f(x) * lim g(x)
X-Xg X=X X—>Xg

d) Limite de direccion de funciones

lim
X=X g(x)

f(x)] _Am S

;}i‘?og (%)

Si lim g(x) #0

X—=Xg

e) Limite de una potencia

lim [f(x)9®] = lim (F@)*%™  Sif(0) >0

X—=Xg

f) Limite de una funcion con factor constante:

lim k[ (0] = k lim £(2)

X—=Xg

Donde “k” es cualquier nimero real constante.

(l.a)

(1.b)

(l.c)

(1.d)

(l.e

(1)
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g) Limite de una raiz.

Jim V) = "Lclig}clof (x) (1.g)

Si “n” es parf(x) = 0
h) Limite de un logaritmo

lim floga f(x)] = loga [lim f(x)] (1.h)

Sia>0yf(x)>0

1.4 CALCULO DE LIMITES

Limites directos

A estos limites se les llama directos, porque solo basta con aplicar las propiedades
basicas y realizar la sustitucion y de esta forma obtener el resultado.

a) Calcular lim 4
x—1

lin} 4 =14 Aplicar propiedad (1.a)
x—
b) Calcular hm 4x ‘2 Una vez que se aplican todas las propiedades }
x—-2 necesarias, se procede a sustituir el limite en "x"
hn% 4 =4 hmx =4(2)=18 Aplicar propiedad (1.f)
X—

c) Calcular lim x*
x—2
lin% x* = (lirr% *=(2)*=16 Aplicar propiedad (1.e)
x— xX—
d) Calcular lim (2x%* 4+ x —3)

11m (2x +x—3) = 11m 2x% + hmlx— lim 3

x—--1
Aplicar propiedad (1.b), (1.f)

2 lim x? + lim x + hm 3 =2 (lim x)? + lim x — lim 3
x—--1 x—-1 xo—1 x—>-1 x—--1

2(-1)2+(-1)-3)=2(1)-1-3= -2

2x+5
3x—-1

e) Calcular lim
xX—2

Ny lim V2x+5 2limx+ lim5

. _ im _ . .
)1611)1% L im G = Sl T Aplicar propiedad (1.d), (1.g)
v2@+5 _ V9 _ 3
32)-1 5 5

10
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f) Calcular lirr; Vvx +1
X—

limvx + 1 = \/lim(x+1) = Jlim(x)+ liml=v3+1=v4=2
x—3 x—3 x—3 x—3

En este apartado se han realizado algunos ejemplos aplicando las propiedades de los
limites, aunque es correcto mencionar, que si, el lector comprende adecuadamente las

propiedades, las puede realizar de forma directa, siempre que el limite no quede en una

. . ., 0, c
indeterminacion 505 (cero sobre cero o constante sobre cero)

1.5 INDETERMINACION EN COCIENTE DE POLINOMIOS

En caso de tener una indeterminacion en un cociente de polinomios, se factorizan
numerador y/o denominador para poder “eliminar” (simplificar la fraccion dividiendo) los
factores comunes y aplicar el limite de forma directa.
Por ejemplo:

x%—

a) Calcular lim —
x—3 x-3

Observa que si se sustituye el "3" de forma directa "x —3" provoca una

indeterminacion, por consiguiente, se debe buscar que: x — 3 # 0

2_ —
lim X2 = Jjm &2+ _ lim(x +3) =3+3=6
x—

x—3 xXx—3 x—3 (x=3)
Para poder quitar la indeterminacion que provoca el cero en el denominador, es
necesario factorizar, en este caso, el numerador: x2 — 9 = (x — 3) + (x + 3), de esta forma

se puede realizar una division de Ei%: = 1.

En ejemplos siguientes se debe de observar la parte que provoque la indeterminacion.

b) Calcular lim *+*72
x—-1

Se factoriza x? + x — 2 = (x — 1)(x + 2) }

x2+x—2__ (D (k2 —+ — —
Im=—"—= lim=—""=== }Clir%(x +2)=1+2=3
x24x-6

¢) Calcular lim
x->-3 x+3

2 _ —
lim 22%28 — i &&= _ lim(x—2)= —3—-2=-5
x——-3 X+3 x——3 (x+3) x—-3

d) Calcular lim X2
x—-1

11
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NOTA: Para factorizar x3 — 1, puedes aplicar el método de Ruffini, diferencia de cubos,

division por galera o algiin otro método conocido.
Diferencia de cubos: a® — b3 = (a — b)(a? + ab + b?)
Porlocual: (x — 1D)(x?+x+1)=x3-1
3_ _ 2

lim 22 = i E20) g 2 x4+ 1) = (1)24+14+1=3
x—1 x—1 x—1 (x-1) x—1

2x—4
x3-x2-6x+8

e) Calcular lim
X—2

ox—d ) 2(x-2) Se factoriza numerador

Iim——— = lim———————— .
X2 X3—X2—6X+8  x—2 (x—2)(x2+x—4) y denominador

__ 2 _2_4

im = =
x>2 X2+x—4 (2)242-4 2

1.6 FORMA INDETERMINADA EN UNA FRACCION CON RADICALES

Para simplificar la indeterminacion constante sobre cero en un cociente con radicales
en el numerador y/o denominador, se racionaliza la parte irracional, aplicando su conjugado,
de esta forma se simplifica la funcion y se resuelve el limite, ya sea aplicando factorizacion

o directamente.

Vx-3

Racionalizar el numerador, aplicando

a) Calcular lim
X9 el conjugado de la parte irracional.

lim
x>9 x-9 x>9 x-9

2o 2 (2

NOTA: Observa que \/% no altera el limite original, debido a que es igual a la unidad. Lo

siguiente sera multiplicar las dos fracciones.

lim—— — =lim——=—— =~
x-9 (x-9)(Vx+3)  x59Vx+3 V943 6

Racionalizar el numerador 'y
denominador, aplicando  doble

. Vx—4 conjugado de las partes irracionales.
b) Calcular xlg?e NerTe
li V-4 o Vx—4 (\/E+4) (\/3x+1 +7)
e V=7 o Vaxrt—7 \vxea) \Vaxa1 47
lim (x-16)(V3x+1+7) _ 1. (x-16)(V3x+1+7) _ ;. (V3x+1+7) _ (J3&)+1+7) _ 14 _ 7
x>16 3x+1-49)(Vx+4)  x—>16 3(x-16)(Vx+4)  x—ol6 3(Vx+4)  3(J(16)+4) 24 12

NOTA: Simplificar y factorizar (3x + 1 —49) = (3x — 48) = 3(x — 16)

12
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VE—Va

x2—q2

¢) Calcular lim Aplicar diferencia de cuadrados. }
x—a

a’?—b? =(a+ bXa—- Db

lim Y2 (‘/;J”/E) = lim —————— = lim i
x—a x2—a2 \Vx+va) = x5a (x2—a?)(Vx+Va)  xoa (x—a)(x+a)(Vx+Va)
I 1 _ 1 1 111
xl_r>r(11 (x+a)(Vx+va) - (a+a)(Va+Va) T 2a(2va)  4ava  4a3/2 4/ad
d) Calcular lim YX*H—V*
x—0 X
lim x+4—«/1( x+4+\/1) = lim——_ = lim———— = lim———
x—0 x Va+a+v4 x—0 x(Vx+4+/4) x—0 X(VX+4+4) x—0 Vx+4+V4
_ 1 _ 1 _ L
T VoHA+VE  VA+VE 2V2
e) Calcular lim *r2=2
x->2 2x—4
lim\/4—x+1 -3 (v4-x+1 +3) = lim 4x+1-9 — ]1m 4x—-8
x—-2 2x—4 V4x+1+3 x—-2 (2x—4)(V4x+1 +3) x—-2 (2x—4)(V4x+1 +3)
. 2(x—4) . 2 2 2 1
lim = lim = =Z==C
xo2 (2x—4)(VAx+1+3)  xo2 (VAx+1+3)  (J4(2)+1+3) 6 3
3
Vx—3

f) Calcular lim

x—>27 x=27

NOTA: Aplicar diferencia de cubos para poder racionalizar. a®> — b® = (a — b)(a® + ab +
b?), en este caso se asignard: a = Yx y b = 3, esto para cubrir el primer paréntesis de la

diferencia de cubos.

(a2+ab+b2)1 = [a3—b3

i VX 3((%2+ (3&)+(3>2) — lim Q-
x-27 x-27 \(¥02+3(¥x)+(3)2)  x=27 @-27) (02 +3(32)+(3))
x—27 1

. . 1
B G330 43y e ws (1 znyea(V)e oy

13
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1.7 SOLUCION DE LiMITES POR EL METODO DE CAMBIO DE VARIABLE
Para poder reducir una forma irracional, también se puede introducir una nueva

variable, esto con el proposito de evitar los radicales en la fraccion.
a) Calcular lin} % , dondex—1=#0
X— -

NOTA: En este caso se puede introducir una variable divisible entre “2” para reducir la raiz

2 como x — 1, se tiene y? - 1,

cuadrada. Por esta razon se propone cambiar a x =y
entonces y — /1 . Realizando el cambio de variable, el limite quedaria de la siguiente forma:

Jy?-1 . -1 . -1 . 1 1 1
Y = lim Z— = = i3

lim ~= — = = lim = =
y—1 y%-1 y—-1¥%-1  y->1(-D+1)  y-1(y+1) 1+1

Para comprobar el resultado y la eficacia del método, se resolvera el mismo ejemplo
por el método de la seccion

Vx—1 (\/E+1) s x—1 — lim—_=_1 _1
Ve+1) T x51 (x-D(Wx+1)  xo1vVx+l  VI+l 2

lim
x—>1 x—-1

Vx+8 —2%x+8
$xr8-2

Para este caso, se toma (x + 8) = y°, como x — 0, entonces, y® =0+ 8 = 8, por lo

b) Calcular lim
x—0

tanto, y — V8.

Coys =28y L Y32y L VD) RH2Y) L YRH2y
lim e, T lim i = lim S s = lim =
y—>\/§ y y—)\/§ y y—>\/§ y y y—>\/§ y
_ (824288 _2+2 _ 2

Yoz 2z V2

Todas las cosas por El fueron hechas;
y sin El nada de lo que es hecho, existiria. ..

Apodstol Juan

14
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CAPITULO 2. DERIVADAS, CONCEPTOS BASICOS

2.1 CONCEPTO

Siendo el calculo, en general un magnifico invento de los matematicos Isaac Newton y
Gottfried Wilhelm Leibniz, claro, considerando que ellos fueron los que le dieron una mejor
forma a todos los estudios que otros ya habian elaborado, como Torricelli, Kepler y muchos
mas; procederemos a realizar una definicion sencilla del concepto que estos matematicos han
creado.

Derivada: es la inclinacion que se puede encontrar en una curva cualquiera en un punto
dado.

Dicho de otra forma...

Si marcamos un punto (le llamaremos P) en algtin lugar de la curva, se puede calcular su
derivada, calculando la inclinacion (dngulo) que tiene la tangente que toca al punto P (s6lo

un punto) de la curva, como lo ilustra la figura 7.

/ Punto P Recta \
y

Tangente

ﬁ‘ 4.—/

Funcién

fx)

» X

N _/

Figura 7. Representacion de la Derivada

Esto quiere decir que, la derivada nos muestra el cambio de inclinacion a lo largo del
trayecto (curva) en relacion con la horizontal. Asi, fisicamente la derivada es una razon de
cambio de forma “instantdnea”, cabe mencionar que el término “instantaneo” es solo un valor

tedrico, que en muchas ocasiones es necesario analizar.

15
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De este analisis podemos deducir cuatro tipos de pendientes:

1) Pendiente positiva: en esta, el plano es ascendente, a medida que avanza hacia la

derecha.

2) Pendiente negativa: en esta, el plano es descendente, a medida que avanza hacia la

izquierda y su valor es negativo.

3) Pendiente nula: en esta, el tramo plano esta de forma horizontal, paralela al eje “x”,

entonces no hay pendiente.

4) Pendiente infinita: en esta, el plano estd de forma vertical, paralela al eje “y”,

entonces no hay pendiente.

Traduciendo esto a un lenguaje matematico tenemos que: la curva de la figura 1, es la
funcidon matematica que nos indica cuanto se avanza hacia arriba, a medida que esta avanza
a la derecha (sobre el eje “x”), en otras palabras f(x). La derivada de la funcioén anterior
f’(x), nos proporciona el valor de cambio en la pendiente en cualquier parte de f(x).

Medir el angulo de la tangente en una hoja de papel se puede realizar con un
transportador, pero en la practica real esto no funciona, es por esta razon que necesitamos

saber como calcular la derivada y posteriormente como aplicarla.

2.2 INTERPRETACION GEOMETRICA
Si tomamos dos puntos indiferentes de una funcion; estos poseen una coordenada

rectangular en un plano cartesiano (x,y), las cuales se pueden localizar en los puntos que

fx+a)]-— —e——- —T

muestran la figura 8.

20
N P, /Y
N f}‘x) _:-V“_{,

T T
-5 0 x 3 X
Ax

Figura 8. Coordenadas de dos puntos

+ ;_._,_,_._.:‘."-v-

Ax

“_

Recuerda que Ax es el incremento desde un punto “a” hasta un punto “b”, lo cual es un

“_.»

diferencial en “x” (dx). Entonces definimos a P; = (x, f(x)) y al siguiente punto como P, =

16
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“

(x + Ax, f(x + Ax)), donde Ax es el incremento sobre el eje “x” hacia el siguiente punto,
lo cual nos indica que el siguiente punto es la suma de x + Ax.

Ahora pensemos, ;Qué sucede cuando x + Ax, va tomando valores cercanos a x ?
Primero analizamos que los puntos P; y P,, al unirlos dan como respuesta una recta secante,

ya que corta una curva en dos puntos, como se observa en la figura 9.

4 /o)
\ fx+Ma))r—- — —-—" 1
40 |
\ /-
\ /o
/ |
\ 20 / |
\ / '
Y P, / I
Gl |
5 0 3 -7

% X +Ax

Figura 9. Recta Secante

Entonces a medida que x + Ax inicia el proceso de acercamiento hacia x, y a su vez
también lo hace f(x + Ax) hacia f(x), el punto se recorre de tal forma que se acerca a la
pendiente llegando a encontrar la tangente en un determinado punto. Esto quiere decir que

Ax se va disminuyendo, ver la figura 10.

\ 2
".\" flx +Ax) —ff
" iR /1
,,,/ .
\ !
\ |
\ i / / I
\ 20 /7 I
N\ :
\ P/ |
AN /4 .
b L5 i |
T — —— . |

-3 0 x Syt Ax
Ax

Figura 10. Acercamiento de P2 a P1

En las figuras posteriores se puede observar el efecto que tiene sobre la recta un
acercamiento entre los puntos P; y P,, s6lo de forma representativa en la figura 11 se muestra

un primer acercamiento y un segundo acercamiento en la figura 12.

17



RAYMUNDO & MURILLO & LOBOS CALCULO PASO A PASO

/ /
\\ 40 / e /,.‘
\ P,
Foo+ba)|f — - — - —- - I \ /
/ /

20 // | ‘\\ 20 4 /,/

i \\f(x+Ax) —<—-—/sz
/ ! P/
O A ] VAR 2

- e E e -
-3 0 x 51 +Ax - 9 x x+;\x
Ax Ax

Figura 11. Primer acercamiento de P1 y P2 Figura 12. Segundo acercamiento de P1 y P2

En la figura 13 se puede observar los acercamientos de x + Ax en direccion a x, y como

se puede ver el incremento Ax se hace cada vez mas pequeio por cual se deduce que la recta

secante se transforma en una recta tangente.

\ /
\ ¢
\ /

‘\\ /"" Recta
\ 20 1 Pip tangente
LY /'/
}( +Ax)| P /
{\li(j‘% —_;.ﬁ/”z
— e
=3 0 xﬂ Nx +Ax

_ —a

Figura 13. Transformacion de secante a tangente

Entonces, ;Como expresar el comportamiento anterior en términos matematicos? Para
eso hay que comprender que la pendiente de la tangente es igual a la aproximacion de la
pendiente de la secante, la notacion es:

mtan = Aprox' mSGC (1)

“_ .

Hay que considerar que, y, — y; es el incremento sobre el eje “y” denotado por un Ay.

.

Para x, — x; es el incremento sobre el eje “x”" denotado por un Ax.
Tomando en cuenta que la pendiente de la secante es:

V2—y
Mgee =2+ (2)
X2—X1

Sustituimos (2) en (1) en la notacidon para la pendiente de la tangente, quedaria de la

siguiente forma.

Y2—y
tan = 222 3)
m o

18
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Si se observa la figura 14, se puede ver el comportamiento de la pendiente de la secante
con respecto a la tangente, en la ecuacion (3) se puede sustituir "y," evaluada como f(x;),
y a"y," evaluada como f(x,). Si se sabe que Ax es el incremento en el cateto adyacente,
quedaria como Ax = x, — Xx;.

fle2)—f (x1)
Mygn = =2 €

S o

Figura 14. Pendiente secante y tangente

Si recordamos en la figura 10 el acercamiento de P, a P;, la recta secante se va
convirtiendo en una recta tangente y el Ax, que es la distancia del cateto adyacente, se va
reduciendo hasta llegar casi al cero (tendencia a cero, Ax = 0 ). Aplicando la teoria sobre
limites matematicos a la ecuacion (4), y despejando x, del valor inicial de Ax = x, — x4,

tendremos toda la ecuacion a razén de una sola variable x, = Ax + x;.

. fAx+x1)—f(x1)
Mygn = Jim LTG0 5)

Este limite permite encontrar la pendiente de la tangente de diversas funciones, entonces

tendremos una derivada, utilizando la notacion dy/dx.

. f(Ax+xq)—f(xq)
dy/dx = lim ———————

y/dx = lim =——~ (6)
Entonces, la definicion técnica de la derivada en base al analisis anterior es:

La funcidn f es derivable en x si

llm f(Ax+x1)—f(x1)

existe.
Ax—0 Ax

En este caso el limite se asigna por f'(x) y recibe el nombre de derivada de f en x.
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2.3 NOTACION DIFERENCIAL

La notacién mas usual de la derivada es la siguiente:

N

Se lee, f prima de
x, lacual esla
funcién ya

Se lee, derivada
de y con respeto a
X

derivada.

ay| |..
1)

Entonces se puede decir que la funcidon es “y=f(x)” y su derivada es “y’

2

2.4 APLICACION DEL LIMITE PARA ENCONTRAR LA DERIVADA
En esta seccion se aportaran tres ejemplos de aplicacion del concepto del limite para
encontrar la derivada de una funcidn, ejecutando la notacion (6).

a) Encontrar la derivada de la funcién f(x) = x?

fx) =x?
dy%x _ % f(Ax@ x1) f(x1)

Por lo tanto, reemplazar f(x) = x?

f(x + Ax)

flx +Ax) f(x)

dy I (x + Ax)?—x?
dx  axso Ax

Resolver el binomio cuadrado | Factorizar Ax | Dividir Ax
(a+ b)?=a?+ 2ab + D% |
ay _ . x%texAx+Ax®-x? o 2xAx+Ax? _ Ax(2x+Ax)

dx ~ Ax—0 Ax Ax Ax

Aplicar el limite cuando

Ax -0
2 — Jim 2x 4+ Ax =2x + 0
dx Ax—0

El resultado de la derivada es:

2 — 2% o bien y' = 2x
ax
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b) Encontrar la derivada la funcion f(x) = 2x% + 3

dy . 2(x+Ax)®>+3—(2x%+3)

— = lim

dx Ax—0 Ax

Resolver el binomio cuadrado | Reducir términos semejantes

(a + b)*>= a® + 2ab + b? |
dy _ lim 2(x2+2x.8x+Ax2)+3—(2x243)_ 2x%+4x.Ax+2Ax2+3-2x%—3_4x.Ax+2Ax2)
dx Ax—0 Ax Ax Ax

Factorizar Ax | Dividir Ax

dy_ Ax(4x+2Ax)

= o =4x + 2Ax

Aplicar el limite cuando

Ax - 0
9 — lim 4x + 2Ax =4x + 0
dx  Ax-0

El resultado de la derivada es:

ay _ : " —
ix 4x obien y' = 4x

2
V3x—4

NOTA: Para resolver este ejercicio con la ecuacion (6), habra que racionalizar la seccion que

¢) Encontrar la derivada de la funcion f(x) =

contenga un signo (+) o (-) enlazando con una radical, esto con el objetivo de evitar la

indeterminacion 0/0.
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Resolver la resta de fracciones | Resolver la division

2 2 2V3Xx—-4-2,/3(x+AX)—4
_¢_i__)_r_ = lim V3(x+Ax)—-4 V3x-4 J3(x+Ax)—4/3x—2
dx Ax—-0 Ax Ax

Nota: si se aplica el limite en este paso llevaa ¢/0

dy _ lim 2V3x—4-2/3(x+Ax)—-4
dx Ax—0 Ax\3(x+Ax)-43x—4

Racionalizar el numerador
Nota: se repite el numerador con signo positivo y se divide entre el mismo

dy _ . 2\/3x—4-2‘/3(x+Ax)—4_ 2V3x—4+2/3(x+Ax)—-4

— = lim *

dx  Ax—0 Ax/3(x+Ax)—-4V3x—-4 2V3x—4+2/3(x+Ax)-4

Multiplicar la fraccion
ay 4(3x—4)—-4(3x+3Ax—4)

= lim
dx Ax—0 Ax\[3(x+Ax)—4 V3x—2+2{3x—4+2,/3(x+Ax)—4

Reducir términos semejantes
d_y R T 12x—16—12x—12Ax+16

= lim
dx  Ax—0 Axy3(x+Ax)—4\V3x—4+2\3x—4+2/3(x+Ax)—4

Dividir entre Ax
Y — lim s
dx Ax—0 Ax\/3(x+Ax)—4 V3x—4#2V3x—4+2,/3(x+Ax)—4

Aplicar el limite cuando y reducir nuevamente términos semejantes

Ax - 0
dy -12

— = lim
dx  Ax—0+3(x+0)—4V3x—4+2V3x—4+2,/3(x+0)-4

Multiplicar las raices y sumar sus potencias
dy . -12 -12
—= lim = .
dx  Ax—0V3x—4V3x—ax(4\3x—4)  4(3x-4)3/

El resultado de la derivada es:
dy _ -3
dx (3x—4)3/2

-3

,/(3x—4)3

obien y' =

Como se puede observar en el ejemplo del inciso ¢), cuando la funcién se complica un
poco y se aplica la notacién del limite para obtener la derivada, esta se puede volver muy
tediosa de resolver. Para reducir el nimero de operaciones y hacer mas eficiente el proceso

de resolver las derivadas, se recomienda aplicar las reglas o formulas para derivar.
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Antes que cualquier otra cosa, adquiere sabiduria
y ella te dard inteligencia en todas las cosas.

Rey Salomon

CAPITULO 3. DERIVADAS ALGEBRAICAS

3.1 REGLAS DE DERIVACION

A continuacién, se describiran las reglas de derivacion, las cuales estaran explicadas
detalladamente con 3 6 4 ejercicios por regla, y al final se hard un repaso con combinaciones
de las mismas, se escribird la formula formalmente (marcada con negrita) y una informal
sobre la misma linea, dando a entender que es la misma formula, la cual utilizaremos.

En desarrollo de formula informal, se tomard la “d” con un indicador que debemos

derivar lo que sigue en el paréntesis.

3.2 REGLA DE LA CONSTANTE

La derivada de una funcion constante es igual a cero, por lo tanto, si “c” es un numero

real, entonces tendremos la siguiente expresion:
=0 »»d)=0 (1)
Por ejemplo:
a) f(x) =5, la expresion quedaria: d(5) = 0
Por lo tanto, f'(x) = 0
b) f(x)=e »>» d(e)=0

fx)=0

¢) fx)=m »>» d(m)=0
fx)=0

d) f(x) =3/5 »>» d(3/5)=0
fx)=0
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3.3 DERIVADA DE UNA VARIABLE
Cabe mencionar que, si bien esta funcion se puede derivar con la regla de la potencia, se
describira de forma breve cuando es s6lo una variable con potencia uno exclusivamente. Con

la siguiente expresion:

ax) _ _

Esto quiere decir que cualquier variable con potencia uno serd igual a la unidad.

3.4 REGLA DEL MULTIPLO CONSTANTE
Si fes una funcion derivable "f(x)" y ¢ es un tinico nimero real, entonces el producto

de los dos términos se puede derivar. La expresion es la siguiente:

d(cf(x) _ Cd(f(x)) - cf’ d(cf) =cf’
dx dx Observa que la constante “c” se deja afuera de la

derivada y al final se multiplica con el resultado.

Por ejemplo:
a) f(x) = 3x,laexpresion quedaria d(3x) = 3d(x) , aplicando (2) en la parte a derivar
se obtiene que la derivada es igual a la unidad, por lo tanto, el resultado seria 3.
fx)=3
b) f(x) =nx »>d(nx)=nd(x) =n(l) =1

f)=m

¢) f(x) =bx »>» d(bx) =bd(x)=b(1)=D>b
fx)=>b

d) f(x) =4ax »>» d(4ax) = 4ad(x) = 4a(1) = 4a
f'(x) =4a

3.5 REGLA DE LA POTENCIA

Si se tiene una variable elevada a una potencia “n”, siendo “n” un numero racional.

Entonces la expresion para derivar es la siguiente:

Note que el valor de “n” queda
ae™ — nx-| multiplicando a la variable y en

; : dx™ = nx"1 4)
dx la potencia se resta la unidad.

Por ejemplo:
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a) f(x) = x>, la expresion quedaria d(x®), teniendo en cuenta que n=5, se aplica la
regla (4), donde n=5 multiplica a la variable y a la potencia se le resta la unidad, por
lo tanto, la derivada: d(x°) = 5x>~1 = 5x*

f’(x) = 5x* (Resultado final de la derivada)
b) f(x) = x3/2>» d(x%) = gx%_l = ;x”z, éste puede ser un resultado final, o
bien se puede optimizar, aplicando la siguiente propiedad:
xb = 4/xa [1.a]
El resultado final es: 3\/}, cabe notar que, aunque el valor de »=2, en la propiedad
[1.a], no se coloca, porque queda implicito en la raiz cuadrada.

fo) =2

0 f(x)= VYx »» d(xY3) = %xiﬂ = gx_2/3 . Se puede observar que la potencia
de la variable es negativa, la cual es un reciproco y se le puede aplicar la siguiente
propiedad:

x == [1.5]

1
3x2/3

Al aplicar la propiedad [ 1.5], el resultado queda como f'(x) =

Ahora aplicar la propiedad [/.a], el resultado se optimiza a f'(x) = %
X
d) f(x) = Vx

NOTA: Para este caso se puede aplicar (4), pero existe una expresion que puede acortar el

proceso a la solucidon y que solo se aplica a la raiz cuadrada de la variable, la cual es la

siguiente:
dvx _ 1 -1
=R P dVx =g *

1

Por lo tanto, f'(x) = e

3.6 REGLA DEL PRODUCTO
Es claro que también se puede derivar el producto (multiplicacion) de las funciones

diferentes (o incluso iguales, aunque no es muy comun hacerlo), lldmese la primera funcion
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“u” [f(x)] y la segunda “v” [g(x)]. La derivada del producto se expresa de la siguiente

forma:
duv) _ _ dv du _
o S u - tv— DD d(uv) = udv + vdu (5)

NOTA: Las derivadas que son mas complejas, que las que hasta este momento se han
resuelto, se les pueden aplicar los siguientes 5 pasos, con el objetivo de hacer facil la
resolucion de la derivada.

1) Identificar la formula a utilizar, de acuerdo la (s) funcion (es).

2) Reescribir la funcién tal como estéd en la formula (de preferencia en la informal).

3) Derivar lo que la formula “informal” indica (siempre lo indica con una “d”).

4) Multiplicar los términos que sean necesarios.

5) Reducir términos semejantes (optimizar el resultado).
Por ejemplo:

a) Derivar la siguiente funcion polinémica: f(x) = (3x% + 3)(2x%2 + 1)

\ J \ J
u v

NOTA: Pese a que, este tipo de funcion se puede realizar multiplicando los polinomios,
término a término, para ejemplificar la formula “u.v” se tomara tal y como esta.
Aplicar la férmula, sustituyendo “u”y “v”.
f'(x) = (Bx?2+3)d(2x?>+ 1)+ (2x2 + 1) d(3x? + 3)
Derivar, solo lo que est4 indicado con la letra “d”
f'(x) = (3x% + 3) (4x) + (2x2 + 1) (6x)
Multiplicar los términos necesarios.
f(x) =12x3 + 12x + 12x3 + 6x
Reducir términos semejantes
f'(x) = 24x3 + 18x
b) Derivar la siguiente funcion: f(x) = (1+x ) (x —1)

——

.

Aplicar la férmula, sustituyendo “u”y “v”.
ff)=0+xHdx-1D+x-1)dA+x71)
u dv v du

Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”

ffO)=Q+xH D+ &x—-1 (-x7?)
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Multiplicar términos necesarios
ffx)=1+x1—x"1+ x2

Reducir términos semejantes

ffO)=1+x7% 6 f'(x) =

x2+41
2

X

3.7 REGLA DEL COCIENTE

La division o cociente entre dos funciones diferentes es posible de derivar, siempre
que g(x) # 0, por lo tanto, toda funcidn racional se puede derivar. El proceso de derivacion
es muy parecido al del producto y se pueden aplicar los mismos pasos para resolver dichas

derivadas. La derivada del cociente se expresa de la siguiente forma:

d®  ve-ul du—ud
o _ Zdx dx Uy — vduudv
i = >>> d(v) = (6)

Por ejemplo:

2x345 —u

a) Derivar la siguiente funcion polindmica: f(x) = “2e7 o

“_

Aplicar la férmula, sustituyendo “u”y “v”.

(4x?2+7)d(2x® +5) — (2x3 +5) d(4x> + 7)
vZ

f'x) =

Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”

F1(x) = (4x2+7)(6x2)—(2x3+5)(8x) Note que el valor de “v?”
- 2 solo queda expresado, ya

1 L. ; ' que no se utilizara por el
Multiplicar términos necesarios momento.

Fr(x) = 24x*+42x%—-16x*-40x

Reducir términos semejantes

8x* 4+ 42x?% — 40x

p2

f'x) = Note que ahora si, se escribe el valor
2 2 ’
(4x* +7) de “v”’y que esté elevada al cuadrado.
b) Derivar la siguiente funcion polindmica: y = x;+;i2

. “_

Aplicar la férmula, sustituyendo “u”y “v”.

’ __(x2+x—2)d(x2—1)—(x2—1)d(x2+x—2)

v2

y

Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”

’ __(x2+x—2)(2x)—(x2—1)(2x+1)

v2
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Multiplicar términos necesarios

r 2x342x2—4x-2x3—x2%+ 2x+1

p2
Reducir términos semejantes

r x2-2x+1
y = (x2+x-2)2
2x+5
3x—2

¢) Derivar la siguiente funcion polindmica: y =

. “_

Aplicar la férmula, sustituyendo “u”y “v”.

¢ (3x=2)d(2x+5)—(2x+5)d(3x—2)
= =

Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”

;r_ (3x=2)(2)-(2x+5)(3)
= =

Multiplicar términos necesarios

y _ 6x—4—-6x—15

v2
Reducir términos semejantes

;. -19
y = (3x—2)2

3.8 REGLA DE LA CADENA

Aunque implicitamente hemos estado utilizando esta regla, es necesario dedicar un
apartado para dar una explicacion particular.

La regla de la cadena, implica la derivada de la composicion de funciones, como F =
f°g,donde y = f(u) y u = g(x), lo cual nos lleva a expresar y= F(x) = f[g(x)]

Por lo tanto, si 'y g son funciones derivables, entonces F es derivable y /'’ se expresa
de la siguiente forma:
F’(x) =1 [g(x)]g’(x)

La notacién de Leibniz, expresa la regla de la cadena con y = f{u) y u = g(x), como:
dy _ dy du
dx  du’dx
Note que, “du” no se puede cancelar (dividir o “eliminar”), ya que este no esta definido aln,

du .
por lo tanto, E no es un cociente real.
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Por ejemplo

a) Derivar la siguiente funcion, evaluando con la regla de la cadena. y = cos(e*)

Funcion
Interna
dy d x x x
— = —C(Co0s(e = —sen(e”).(e
Y~ L os(e) (e®). ()
Derivada de
Funcion Funcion Funcién
Externa Externa Interna
d
2 = _e¥xsen (&%)
dx

b) Derivar con la regla de la cadena. y = (3x + 4)3

@y _ 4 3 _ 3-1
—=—(Bx+4)°=3Bx+4*'(3)
d

—~ =9(3x +4)

¢) Derivar con la regla de la cadena. y = (senx)?

Z—z = :—x (senx)* = 2(senx)* ! (cosx)
Y — 2senx cosx
dx

3.9 DERIVADAS DE FUNCIONES IMPLICITAS
Las funciones que hemos tratado hasta este momento se pueden expresar

. 2

explicitamente como funciones de “y” con respecto a “x”, por ejemplo: y = x?%; y para
derivar no presenta mayor dificultad.

En este apartado trataremos funciones en la cual, expresar una variable en funcion de
otra no es tan simple, debido a que se encuentran implicitas una en otra (“mezcladas”) por
ejemplo: 2x3 + 3x*y — y3x = 3, en la funcién anterior no es tan simple despejar una
variable (“x” o “y”’) para que una quede en funcién de otra.

Para derivar este tipo de funciones, podemos considerar la siguiente regla:

-Derivar, término a término; considerando cada variable como una funcién, pero al derivar

‘v se agrega dy/dx
-Al final despejar dy/dx
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Ejemplo:
a) Derivar la siguiente funcion implicita x? — 4y = 0

Derivar
Normalmente

x2—4y =0

Derivar
Normalmente
y multiplicar dyv/dx

2x—4% =0
dx

. dy
Despejar —
pejar -~

4 = x »>» W T oy WX
dx dx -4 dx 2

[T

Para comprobar la eficacia del procesamiento anterior, se despejara “y” como
variable independiente.

Cabe aclarar que en este ejemplo es sencillo realizar el despeje, pero no siempre es
asi.

xz
x2—4y=0 >»>>» y=7

Derivar la funcién con (4)

y' === g Se puede observar que ambos resultados son iguales

b) Derivar la siguiente funcion implicita 2x3 + 2x*y — xy? =

Derivar
Normalmente

2x3 4+ 2x*y —xy? =5
u v u v

Derivar
Normalmente
con (5)

6 2

NOTA: Recuerda que, al derivar “y” se agrega multiplicando Z—z.
2 4 dy 3., @2
6x° + 2x dx+8xy nydx y*=0
Factorizar dy/dx y mover los otros miembros al segundo término.
Z—z(Zx‘* —2xy) = y? — 6x? — 8x3y

. dy
Despejar —
pejar —=
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dy 3/2—8x3y—6x2

dx 2x4-2xy

¢) Obtener dy/dx de la siguiente funcion implicita 2x + xy? = x?
Derivar término a término

ay 2

2+2xydx+y = 2x

W oy 2
2xy o 2x —y“—2
d_y _ 2x—y2—2
dx 2xy

d) Derivar implicitamente la siguiente funcion: In(xy) = 3y3
Inx+Iny=3y3 Aplicar propiedad In (xy) =Inx +Iny
1o (1Y _ g2
x + (y) dx 937 dx
Qz-g--

X
T (y 9yy) =—- -
dy 1-9y3, 1 Regla de la herradura: & = %
ol G R a
1

dx 1-9y3 x(1-9y3)

y

e) Derivar implicitamente la siguiente funcion: x cosy + y cosx = 1
Aplicar (5), semejante al ejemplo b)
- 4 — av _
x seny——+ cosy —y senx + cosx _— = 0

d
ﬁ (cosx — x seny) = y senx — cosy

dy _ ysenx—cosy

dx cosx—x seny
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...todo lo verdadero, en todo lo que es digno de respeto,

en todo lo recto, en todo lo puro, en todo lo agradable,
en todo lo que tiene buena fama.
En toda clase de virtudes debes pensar

Apostol Pablo

CAPITULO 4. DERIVADAS DE FUNCIONES TRASCENDENTALES

4.1 FUNCIONES TRASCENDENTALES
Derivada de la funcion seno y coseno
En esta seccion abordaremos las funciones trigonométricas, iniciando por las mas
comunes, la cuales son seno y coseno.
En la figura 15, se pueden observar sus respectivos graficos y las relaciones entre

ellas y el circulo unitario.

Figura 15. Funcion Seno, Coseno y circulo unitario

___Cos(x)

___Sen(x)

/ _x2+y2=1
l o l l
1 1 1 1
[ | J : :\&

NOTA: A partir de ejercicios mas complejos se tendra que hacer uso de otras formulas, que

con anterioridad se revisaron, para poder llegar al resultado final, dichas formulas se estaran
indicando.

Formulas de derivacion de Seno y Coseno.

d(senv)  dv

— L Cosv B> dsenv = dvcosv (7)
dlcosv) _ _ D0 cony »» dcosv = —dvsenv (8)
dx dx

Por ejemplo:

a) Derivar la siguiente funcion trigonométrica: y = sen5x

Note que, “5x” es la funcion
“v” que indica la féormula. la (3)

T3l

Aplicar la férmula (7), sustituyendo “v

y' = d(5x)cos5x Se puede observar que d(5x)
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Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”’ y se llega al resultado final
y' = 5cos5x
b) Derivar la siguiente funcidn trigonométrica: y = 3sen(—mx)
Aplicar la férmula (7), sustituyendo “v”
y' = 3d(—mx)cos(—mx) En d(—mx) aplicar (3), observar que la constante “3” se
mantiene. Derivar solo lo que estd indicado con la letra “d”, se ordena y se llega al resultado
final
y' = —3mcos(—mx)
¢) Derivar la siguiente funcion trigonométrica: y = 2sen(x?)
Aplicar la férmula (7), sustituyendo “v”
y' = 2d(x*)cos(x?) En d(x3) aplicar (4), el resultado se multiplica por la constante
iy
Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”
y' = 6x2cos(x?)
d) Derivar la siguiente funcién trigonométrica: y = 4cos+/x
Aplicar la férmula (8), sustituyendo “v”
y' = —4d(\/x)senvx  En d(v/x) aplicar (4.1), el resultado se multiplica por la constante
g
Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”
y' = —4 %sen\/}

Multiplicar [(-4)*1/2] y optimizar el resultado

; _ 2senvx
Vx

e) Derivar la siguiente funcion trigonométrica: y = gcos 2x3+1)
Aplicar la férmula (8), sustituyendo “v”
y' = gd(2x3 + 1)sen(2x3 + 1) End(2x3 + 1) aplicar (4) y (1), el resultado se multiplica
por la constante “2/3”

Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”

y' = §(6x2)sen(2x3 + 1)
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Multiplicar y optimizar el resultado

y' =4x?sen(2x3 + 1)

4.2 DERIVADA DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
En esta seccion se trabajaran con las funciones trigonométricas tangente, cotangente,
secante y cosecante, en la figura 16, se pueden observar sus respectivos graficos con centro

en un circulo unitario.

___tan(x)

___cot(x)

csc(x)

T x?+y?=1

Figura 16. Otras funciones trigonométricas

Formulas de derivacion:

ditany) _ v coc2y >3 dtanv = dv sec?v ©)
dx dx

dcoty) _ _ B ose2p 3 deotv = —dv csc?v (10)
dx dx

d(secv) dv

—I = L Secv.tanv > dsecv = dv secv. tanv (11)

d(cscv) dv

— = T esev.cotv B> descv = —dv cscv. cotv (12)

Por ejemplo:

a) Derivar la siguiente funcién trigonométrica y = 3tanx®
Aplicar la férmula (9), sustituyendo “v”
y' =3d(x%)sec?x®  End(x®) aplicar (4), el resultado se multiplica por la constante “‘3”
Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”
y' = 3(5x*)sec?x®
Multiplicar y optimizar el resultado

y' = 15x*sec?x®
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b) Derivar la siguiente funcidn trigonométrica y = cot (E x)

T3l

Aplicar la férmula (10), sustituyendo “v
y' = —d(Cx)esc?Cx)  End(x) aplicar (3)

Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”

y'=- % csc? (§ x)  Hasta aqui queda el resultado de la derivada.

¢) Derivar la siguiente funcion trigonométrica y = sec (a x?)

T3l

Aplicar la féormula (11), sustituyendo “v
y' =d(ax?)sec(a x?).tan(a x?) En d(a x?) aplicar (3) y (4). Donde “a” es una
constante

Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”

y' = 2axsec(a x?).tan(a x?)

1
d) Derivar la siguiente funcion trigonométrica y = csc x2

T3l

Aplicar la féormula (12), sustituyendo “v
y' = —d(xY*)csc(x/?).cot(x*?)  End(x'/?) aplicar (4)
Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”

r—_1 -1/2 1/2 1/2
y' = =sxM2esc(x'?). cot(x?)

1

Optimizar el resultado ( x~1/2, aplicar propiedad 1.b y 1.a)

r_ cscvx.cotVx
y - 2\/}

4.3 REGLA DE LA POTENCIA CON UNA FUNCION

69

Si se tiene una funcion (la llamaremos “v ), elevada a una potencia “n”. Entonces la

expresion para derivar es la siguiente:

W 14D s vt = 1 dy (13)

dx dx )
Note que “dv” se tienen
que derivar.

Por ejemplo:

a) Derivar la siguiente funcion f(x) = vV2x2 + x

NOTA: Las funciones con radicales se resuelven de forma sencilla, si el radical se cambia a

potencia con (I.a), en este ejemplo, quedaria de la siguiente forma: f(x) = (2x% + x)'/2
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Aplicar la formula (13), sustituyendo v = 2x? + x, con n=1/2

1
y' = = (2x? +x)2 " d(2x? + x)

Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”

y' = %(sz +x)7Y2 (4x + 1)
Simplificar
r 4x+1 _ 4x+1

- 2V2x2+x

1
2(2x2 +x)2
NOTA: Esta funcién, que es una raiz cuadrada, también se puede derivar con otra formula,

dicha expresion es de la siguiente forma:

WO m s gy = dv/2\v (13.1)
dx ~ 2vx

Aplicar la formula (13.1), sustituyendo v = 2x? + x

o d(2x%+x)

y = 2V2x2+x

Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”

y' = Axtl Note que se llega al mismo resultado con
2V2x2+x ambas formulas, solo para el caso de raiz

cuadrada.

b) Derivar la siguiente funcion f(x) = (4x2? —5)3
Aplicar la formula (13), sustituyendo v = 4x? — 5, con n=3
y' =3(4x? —3)3"1d(4x? - 5)

Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”
y' = 3(4x? — 3)? (8x)

Multiplicar y ordenar el resultado

y' = 24x(4x? — 3)?

¢) Derivar la siguiente funcion y = cos3x
NOTA: Para este tipo de funcion es conveniente expresarla de la siguiente forma equivalente
(cosx)?

Aplicar la féormula (13), sustituyendo v = cosx, con n=3
y' = 3(cosx)3 td(cosx) En d(cosx) aplicar (8)
Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”

y' = 3(cosx)?(—senx)
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Multiplicar y ordenar el resultado

y' = —3senx.cos’x

d) Derivar la siguiente funcién f(x) = ﬁ
3
Mover el denominador hacia el numerador (se cambia el signo de la potencia), aplicando

[1.b]

f) = (t+2)2

Aplicar la formula (13), sustituyendo v = (t +2) , con n=-2

y' = =2(t+ )" td(t+2) En d(t +2) aplicar (2) y para derivar 2 utilizar la
siguiente formula:

@z _cd_v >SS d(g) — _cd_v (132)

dx v2 v2
Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”
y =20+ 1 -%)
Optimizar el resultado
, —2(1-2t7?) 4t72 -2
O S R CE R €

4.4 REGLA DEL RECIPROCO
NOTA: Cabe aclarar que la siguiente regla forma parte de las funciones trigonométricas, pero
que, es usada como auxiliar de forma intercambiable para derivar otro tipo de funciones.

En esta seccion se abordaran otros ejemplos con la formula (13.2), que es la regla del
reciproco, donde “v” es una funcion f{x), dicha férmula es obtenida de la férmula (13), es
aplicable a una funcion o a la correspondencia de una sola variable.

Por ejemplo:
a) Derivar la siguiente funcion f(x) = —%
Aplicar la férmula y derivar

’ _ (=3.dx)

y:

x2
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Simplificar

b) Derivar la siguiente funcion f(x) = %

Aplicar la formula (13.2), sustituyendo v = /x

I _Zd(‘/;)
T Wx)?

Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”

En d(v/x) aplicar (4.1)

-2 1 _1 _1 .
y' = — .5 xz En x7z aplicar [1.5]
Simplificar y ordenar

1
3x

_1 _

— —_—
y T xxl/2

I
w|>_n"‘

4.5 REGLA PARA FUNCION EXPONENCIAL Y LOGARITMICAS
Las funciones exponenciales, Jogaritmo natural y logaritmos, son derivables. Observa
en el grafico de la figura 17, que la funcion y = e* en comparacion con y = In (x), son

funciones inversas.

_y=In(x)

y=e*

Figura 17. Funcion exponencia (e) y logaritmo natural

La funciéon exponencial real, que contiene el nimero de Euler (nimero irracional), tiene la
caracteristica de que, su derivada, siempre es igual a la misma funcion, siempre que la

62

variable sea simplemente “x” positiva, en caso de que ésta, represente una funciéon mas

compleja, la expresion para derivar un exponencial de base "e" sera la siguiente:

d_e”_ﬂ v v — v
w o mE P> de’ = dve (14)
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Por ejemplo:
a) Derivar la siguiente funcion y = 2e 3%
Aplicar la féormula (14), sustituyendo v = —3x
y' =2d(—3x)e™3* En d(—3x) aplicar (3) y (2) y el resultado multiplicarlo por “2”

Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”

y' =2(=3)e™*
Simplificar Observe que la derivada de “v”
siempre baja multiplicando a la
y' = —6e 3% funcioén inicial.
b) Derivar la siguiente funcion y = —be~5*"
Aplicar la formula (14), sustituyendo v = —5x?

y' = —b.d(=5x2)e~"  En d(—5x2) aplicar (3) y (4) y el resultado multiplicarlo por “
b
Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”
y' = —b(—10x)e~ %
Simplificar y ordenar
y' = 10bxe~5**
Para la funcién exponencial con base “a” (constante), donde “a” es un numero real
distinto de uno y mayor que cero. Entonces la derivada de dicha funcion es, la misma funcion

“ o,

multiplicada por el logaritmo natural (neperiano) con potencia de una sola variable en “a”;
en caso de que “a” este elevado a una funcion de “v”, se agrega multiplicando la dv/ dx-

La expresion es la siguiente:

Z—T =a*Ina >»>» da* = a*Ina (15)
4@’ _ ¥ wvina »>» da’ = dva’lna (15.1)
dx dx

Por ejemplo:
a) Derivar la siguiente funcion y = 3*

Aplicar la formula (15) y se obtiene el resultado y' = 3*In3
b) Derivar la siguiente funcion y = 2¢°%%

Aplicar la férmula (15.1), sustituyendo v = cos (x)

y' = d(cos x) 2¢°5%In 2 En d(cos x), aplicar (8)
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Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”
y' = —senx2°%*In 2

Para una funcion trascendental como el logaritmo natural, la derivada de un logaritmo
natural de una funcion es igual a la derivada de la funcidon sobre la misma funciéon. La

expresion es la siguiente:

dv

=& »» dinv=" (16)

dInv
dx

a) Derivar la siguiente funcion y = In 9x

Aplicar la féormula (16), sustituyendo v = 9x

y' =460 En d(9x) aplicar (3) y (2)

9x

Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”

' 9

Y =%
Simplificar
;1

y =7

X
b) Derivar la siguiente funciéon y = In (2x? + 8)
Aplicar la formula (16), sustituyendo v = 2x? + 8

; _ d(2x%+8) 5 .
=i En donde d(2x“ + 8) aplicar (3) y (4)
Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”

r . Ax
2x2+8

y

Para obtener la derivada de un logaritmo en cualquier base, ¢sta es igual a la derivada

«“ _

de funcion sobre la funcion, por el logaritmo de su base (“b”) por “e”. Como lo muestra la

dv

.y dlogpv dx
expresion: % = de logye
. Ine 1 . . .
Por propiedad el log,e = — = 7 entonces, la expresion anterior se convierte en:
dv
dx vinb b viInb

a) Derivar la siguiente funcion y = log, (3x% + 5)

Aplicar la formula (17), sustituyendo v = 3x? + 5

, _ d(3x%45) 1
3x245 ‘Inb

En d(3x2 + 5), aplicar (3) y (2)
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Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”

;. 6x 1
y 3x2+5 Inb

Simplificar

r 6x
y = In b(3x2+5)

4.6 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Hasta este momento ya se han revisado la mayoria de las formulas de derivadas; y ya
estas familiarizado con los procedimientos. En este apartado se abordaran las funciones
trigonométricas inversas, las cuales cuentan con caracteristicas similares. En la figura 18 se

pueden observar sus respectivos graficos.

- (Y
i ,/ I \J -
___arcSen(x) \ ___arcCsc(x)

___arcCos(x)

___arcSec(x)

_x*+yt=1 x2+yr=1

Figura 18. Funciones trigonométricas inversas

Hay que tener claro que para escribir de forma matematica las funciones inversas, se
expresan como arcos de la funcion y se lee “funcion cuyo arco es” el cual es el angulo central
en la circunferencia y en sus respectivas graficas, todas tienen una relacion. Las expresiones

son de la siguiente forma:

dv

d dv
ARy = _dx »>>» darcsenv = (18)
dx 1—p2 1-v2
d & d
arccosv - _ H - _ v
— i »> darccosv — (19)
darctany _ Z_Z »>» darctanv = - (20)
dx T w241 T v241
darccoty _ _ Z_Z »» darccotv=——= (21)
dx T v+l T vz
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dv

darcsecv dx dv
= »>>» darcsecv=———
dx v/v2-1 vr2-1
d & d
arccscv Tx v
=—- & »>» darccscv=—
dx wr2-1 vr2-1

Por ejemplo:

a) Derivar la siguiente funcion y = arc sen (x? — x)

Aplicar la formula (18), sustituyendo v = x? — x
r_ d(x*-x)

N

Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”

2x—-1

Y = e
b) Derivar la siguiente funcién y = arc cos vx

Aplicar la formula (19), sustituyendo v = v/x
[ _d(‘/;)
J1-(Vx)?

Derivar d(v/x), con (4.1)

Simplificar con regla de herradura.

1 1 1

2VxV1-x - 2/ (1-x)x - 2Vx—x2

Yy =-

¢) Derivar la siguiente funciéon y = ac tan (2 — x°)

Aplicar la formula (20), sustituyendo v = 2 — x5

I d(Z—xS)
T (2-x5)2+1

Derivar d(2 — x°)
' —5x*

Y = (2—x5%)2+1

. .. .y 2
d) Derivar la siguiente funcion y = arc cot (m)

Aplicar la férmula (21), sustituyendo v = (_sz_l)

A=)
y' = — 22 1

2
SraUin
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(22)

(23)
Regla de la herradura: 2 = ad
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Derivar d (L) con (13.2)

2x-1 Surge una nueva derivada,
- % aplicar (13.2) yd(2x —1) =2
T

Simplificar numerador y denominador

—4 —4

r__(x-12  _ (2x-1)? :

Y == e Aplicar regla de la herradura.
(2x-1)? (2x-1)2

- —4(2x—1)* _ 4

y = _1)2 021 -1)2
(2x-1)2[4+(2x-1)2] 4+(2x—1)

e) Derivar la siguiente funcion y = arc sec (e3%)

Aplicar la formula (22), sustituyendo v = e3*

r_ d(e®*)
y = e3% [(e3%)2—1
Derivar d(e3*), con (14)

;L 363)(
y = e3% [(e3%)2—1
Simplificar

, 3
N

f) Derivar la siguiente funcion y = arc csc (—x — 1)

Aplicar la féormula (23), sustituyendov = —x — 1
r_ da(-x-1)

S N e

Derivar d(—x — 1)

b -1
S N (e
Simplificar

r 1 _ 1
y = (-x-DVxZ+2x+1-1  (—x—1)VxZ+2x

4.7 DERIVADA DE FUNCIONES HIPERBOLICAS
Las funciones trigonométricas hiperbolicas, tienen una estrecha relaciéon con la

funcién exponencial base “e”, por ejemplo, si deseamos obtener el seno hiperbolico de “v

o bien el coseno hiperbolico, podriamos escribirlo de la siguiente forma:
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eU_e—‘U
senh v == coshv =

ev+e™V

2
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Por lo tanto, ambas estan relacionadas con la funcion principal de la hipérbola, por la

diferencia del cuadrado de ellas.

cosh?v — senh?v = a?

En la figura 19 se pueden observar sus respectivos graficos de cada funcion

hiperbolica.

1, — Senh(x)

___ Cosh(x)

\L

_xt+yt=1

1, — Csch(x)

___Sech(x)

xX2+y*=1

Figura 19. Funciones hiperbolicas

Y cada funcion trigonométrica hiperbolica es derivable de su funcion

siguientes expresiones:

dsenhv _ dv

=—coshv
dx dx
d coshv dv
= —senhv
dx dx
dtghv dv
2927 — Zsech®v
dx dx
d cothv dv
= ——csch®*v
dx dx
d sechv
dx
dcschv
dx

>> d senh v =dvcoshv
>> dcoshv =dvsenhv
»>» dtghv = dvsech?v

>»>>» d coth v = —dv csch?

Ejemplos de derivadas trigonométricas hiperbdlicas

a) Derivar la siguiente funcion y = cosh (x?)

Aplicar la formula (25), sustituyendo v = x?

y' = d(x?)senh(x?)

En d(x?), aplicar (4)

Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”

y' = 2x senh(x?)

44

%

= —Z—Zsechv.tghv »>>» dsechv =—dvsechv.tghv

= —%cschv.ctghv »>» dcschv =—dvcschv.tghv

(24)
(25)
(26)
(27)
(28)

(29)

“_

V.

Con las
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b) Derivar la siguiente funcion y = senh (Vx)
Aplicar la formula (24), sustituyendo v = Vx
y' = d(i/})cosh(i/}) En d(3/x) aplicar [/.a] y después (4)

Derivar por separado s6lo lo que estd indicado con la letra “d” y luego anexarlo al resultado

1 1 1 1 2 .
d (xS) = ;%3 1= $X° Aplicar [1.b] y [1.a]

1 1 1
d (xs) T 3x2/3 T 3352
Simplificar el resultado final.

; __ cosh (3;/5)
ez

¢) Derivar la siguiente funcion y = tgh (3x% + 1)
Aplicar la formula (26), sustituyendo v = 3x2 + 1
y' = d(3x? + 1)sech?(3x%? + 1) En d(3x% + 1), aplicar (4) y (1)
Derivar solo lo que esta indicado con la letra “d”
y' = 6x sech?(3x% + 1)
d) Derivar la siguiente funcién y = sech (+/2x + 1)
Aplicar la formula (28), sustituyendo v = v2x + 1
y' = —d(V2x + 1)sech(vV2x + 1).tgh(v2x + 1)  End(¥2x + 1), aplicar (13)
Derivar por separado solo lo que estd indicado con la letra “d” y después anexarlo al

resultado
1 1 1
dx+1)2 =5 2x+ 12" d(2x+1) =5(2x+1)2(2)  Multiplicar el 2 por %, y

aplicar [1.b] y [1.a]
1 1

1
(2x+1)2 V2x+1

Simplificar el resultado final

r sechv2x+1.tghv2x+1
Y= V2x+1

Te aconsejo que te esfuerces y tengas firmeza,
no temas ni te desanimes, el Altisimo estara contigo.

Lider Josue
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CAPITULO 5. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

5.1 MEDICION APROXIMADA DE FIGURAS AMORFAS

Es muy sencillo medir areas de figuras que tienen una forma conocida y de las cuales ya
se saben sus formulas para obtener sus respectivas areas.

Pero, ;Coémo medir areas? Donde, la figura no tiene una forma conocida y lo inico que
conocemos es su funcion, la cual es continua positiva “f”, para esto necesitamos acotar la
funcién en un intervalo cerrado [a, b], sobre el eje “x” para obtener la region R. Para calcular

el area A de la region R de la figura 20.

s 3
fx) =x3(x—§)2+1

P

~

@

I I
I I
I I
I I
I I
f f
a b

Figura 20.Area de la Region

Dividimos el intervalo de “a” hasta “b” en subintervalos, todos de igual ancho (4x), para
formar “n” cantidad de rectangulos en la region “R”, para obtener el area aproximada total,
basta con sumar el area de cada rectangulo.

Entre mas rectangulos existen en la region “R”, mas se aproxima el area real. Cabe
mencionar que se pueden obtener dos aproximaciones con un error bastante considerable y
debido a que se pueden elegir rectdngulos inscritos o circunscritos (figura 21).

Como puede observarse en la grafica de la figura 21 se obtienen dos errores, por lo tanto, el
area aproximada total, es igual a la suma del 4rea subestimada "A;" mas la sobrestimada "A4,"

entre 2 (Para obtener un promedio).

Aq1+A
Aaprox= 12 : (1)
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Para encontrar cada uno de los valores, es necesario analizar a detalle la region “R”

669

con sus respectivos “n” numeros de rectangulos.

y Inscritos

fx) Error

Subestimado

/

/r Circunscritos

Error
Sobrestimado

— b

S L
Ax Ax

|
|
|
|
|
i
a

Figura 21. Error subestimado y sobrestimado

En la figura 22 se muestra la curva f(x) dividida entre "n" numeros de rectangulos,
entonces para poder obtener una aproximacion al area total, se deben sumar las areas
individuales de cada rectangulo (base multiplicada por altura “bxh”), en este caso se obtiene
por la operacion Ax * f(x;), donde Ax es la base de cada rectangulo y f(x;) es la altura con

respecto al eje "y".

y y=f(

Error

Sobrestimado Error

Subestimado

AR

L+

I
I
I
I
I
i
a
\

Figura 22. Aproximacion con "n" rectangulos
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Donde:
Ax = =2 (2)

Xo=a, x1=a+4x, xp,=a+24x, .. Xp_q1=a+n—-1)Ax

X, =a+nAx=»b

Ay = Ax[ f(xo) + f(x1) + fx2) + -+ f(xp-1)] (3)
Ay = Ax[ f(xq) + f(x2) + -+ f(xp1) + f(x)] 4)
Aaprox = Al;AZ

Una forma alternativa para obtener"A,", seria si, lo que tiene "A;" dentro del corchete

lo denominamos ; f (x;), entonces tenemos una expresion mas simple para "A,".

Ay = Ax [Zf(x;) — f(xo) + f(x,)]

Para interpretar mejor los datos obtenidos en la figura 22, vamos a realizar unos

ejemplos y para el primero tomaremos una funcién muy conocida, como f(x) = x2, la cual

estaremos comparando con otros métodos.

Por ejemplo:

a) Realizar la medicion del area bajo la curva de funcién f(x) = x2, en un intervalo

cerrado [0, 4], con 6, 12 y 18 rectangulos respectivamente y observar sus graficos y

resultados.

En la figura 23, se puede revisar la curva y los rectangulos con sus respectivos errores.

Obtener el valor de Ax

4-0 4 2
Ax =—=-==
6 6 3

Obtener el area subestimada con los primeros 6 valores, aplicar (3)

: /|
. %

§ ‘—’_ﬁ
24
0 T T

0

T 1
1 1 3 4

0 2/3 4/3 6/3 8/3 10/3 12/3

Figura 23. Curva dividida en 6 rectangulos
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a=s L@+ s () r G+ rG)+rG)+r )]
Sustituyendo la funcién f(x) = x?
=0 (5 O (0 (2)]

b=t os )+ ()4 442+ (20] -3
A, = 16.29 u? NOTA: u? representa unidades cuadradas

Obtener el area sobrestimada con los tltimos 6 valores con (4)

A= 2@+ r O +r©)+r©Q+r(R)+r(®)

Sustituir en la funcion f(x) = x?
) +6)+E)+6) )+ ()

() +G)+a+(5)+ () 16| = S [5] =57

A, = 26.96 u?

wilN wilN

Obtener el area aproximada con (1)

16.29+26.96
Approx = =22 ~ 21.63 u?

Aplicar (5) para corroborar el resultado del 4rea sobrestimada A, y decidir que formula es

mas eficiente.

—O+16] 22[%] = 22 1 26.96 u?

2 1220
4=
27

3 9
Realizar la estimacion para 12 rectangulos,como se muestra en la figura 24.

Obtener el valor de Ax

o ()

- Noow s w oo N » © e e
= » & 0 o J & 2 5 = B
o ¢ oW oW W W W W w 2 = =

Figura 24. Curva dividida en 12 rectangulos
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40 _ 4 _ 1

Ax =

Obtlsner :12 arez subestimada con los primeros 12 valores, aplicar (3)
LSRN O RGO R OO RO TGN OR
)2
Sustituyendo la funcién f(x) = x2
ORI OO R RO RO RO RO
ORICH
w20 Q) 1 () () rar ()4 () v (2)+(2) -

1 506] __ 506

3L 9 27
Ay ~ 18.74 y2

Obtener el area sobrestimada con los tltimos 12 valores con (5)

1 |506 1]|650 650
4= [ -0+16] =15 =
A, ~ 24.07 u?

Obtener el area aproximada con (1)

18.74+24.07

~ 21.4 u?

AAprox =

Realizar la estimacion para 18 rectangulos, como se muestra en la figura 25.

AAAAAAAAAAAAAA

Figura 25. Curva dividida en 18 rectangulos
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Obtener el valor de Ax

_4-0 _ 4 _ 2

18 18 9

Ax

Obtener el area subestimada con los primeros 18 valores, aplicar (3)

20 Q) 1) 1)1 O+ () ()1 ()
) (s (s (s G)r ()7 () 1)

Sustituyendo la funcién f(x) = x?
20 (e Qe @ () () () () (@)
) +G)+G)+@)+G)+()+G)+()]
2 2380] __ 4760

A, = 2|238 _
17 9| 27

243
Ay ~ 19.58 u2

Obtener el area sobrestimada con los tltimos 18 valores con (5)

[@ —0+ 16] @] _ 2624
9 27 243
A, =~ 23.14 u?
Obtener el area aproximada con (1)
AAprox — 19.58-;—23.14- ~21.36 uz

Si se observan los tres valores obtenidos en las aproximaciones, cada vez que se
incrementa el nimero de rectangulos, el drea se aproxima al area correcta (64/3) = 21.3 u2,
pero las operaciones también se incrementan, de tal forma que se vuelve mas largo y cansado
el procedimiento.

b) Obtener ¢l area aproximada de la funcion f(x) = 10 — 2x, en un intervalo cerrado

[0, 3], con n=6.

Ax=32—05
6

Ay = 05[£(0) + £(0.5) + f(1) + F(1.5) + f(2) + f(2.5)]
A; = 05[(10 — 2(0)) + (10 — 2(0.5)) + (10 — 2(1)) + (10 — 2(1.5)) + (10 —
2(2)) + (10 — 2(2.5))]

A; =05[10+9+8+7+6+5] =0.5[45] = 22.5u?

A; = 0.5[45 — 10 + 4] = 0.5[39] = 19.5 u?
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22.5+19.5
AAprox =

=21 u?
Si se grafica la funcion, se puede observar que el area buscada es exacta (21 u?).
Debido a que, el area debajo de la funcioén son dos formas basicas conocidas (ver figura 26).

Un tridngulo con base 3 y altura 6 y un rectangulo de base 3 y altura 4.

10 -
f(x)=10—-2x
2
S
3
36+ ATriéngulo
©
4
]
‘T —2 ARecténgulo
-
0 I 2 3
\ ? )
3 unidades

Figura 26. Grafico de la funcion

— (3)(6) — E — 91.1,2

ATriéng 5 >

AReCt = (3)(4‘) =12 u?

ATotal = ATriéng + ARect =21u?

En conclusion, el método de aproximacion es mas usual utilizarlo con funciones que

proporcionan una “figura no conocida”.

5.2 NOTACION DE SUMA (Sigma)

También conocida como notacion sumatorio (informalmente sumatoria), es la
operacion matematica que nos ayuda a realizar sumas de varios elementos hasta infinitos, sin
necesidad de realizar operaciones matematicas repetidas.

En el caso de obtener areas por aproximacion, entre mas rectangulos se evaluaban,
mas era la cantidad de operaciones matematicas que se requerian. La notacion de suma agiliza
este proceso.

Antes de realizar ejemplos, es necesario revisar los elementos de la notacion y sus

propiedades bésicas.

52



RAYMUNDO & MURILLO & LOBOS CALCULO PASO A PASO

Limite final de la | Elemento (operacién |
| suma, valor entero | matematica) que se
N\ | - .
‘ ~~ . suma, desde i hasta n |
Letra griega n :
Sigma  _— i=m al am tamir T Ay + 0+ ay

Limite inicial de la
suma, valor entero

Propiedades basicas

i c=cn (1.a)
D=1 €a; =€ ity 4 (1.b)
i=i(a £b) = Y + Xitg b (1.c)
, n(n+1) n? n
. n(n+1)(2n+1) n3 n? n
L= =TTy (1o
2 4 p3 p2
?=1 i3 _n (n4+1) n* + + n- (If)

A continuac1én, se mostrara un ejemplo de sumas repetitivas sin las propiedades y
después de forma abreviada.

T2 =12422432+42+52+6%2+7%2=140

u 2

Se puede observar que, si se incrementa, también se incrementa el nimero de

operaciones matemadticas a realizar. Pero al aplicar las propiedades, estas nos ayudan a

realizar el proceso de forma mas rapida.

7 .2 _ 77+1(@(7+1) _ 7(8)(15)
=17 = p =

= 140

9

Aplicando las propiedades, no importa cuanto se incremente “n”, el numero de
operaciones no cambiara.

a) Resolver Y.12,(2i? + 5i%)

12,217 + 51%) = 2%12,(%) + 521,(%)=2
. [12(13)(25) 144(169)
_2[ 6 ]+5[ 4 ]

=2[650] + 5[6084] = 1300 + 30420 = 31720
b) Resolver ¥2_,(2" + 1)
=2+ D+R*+1D+R25+1)+(2°+1)=9+ 17 + 33 + 65 = 123

12(12+1)(2(12)+1)] 22(12+1) ]

+5|°
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5.3 INTEGRAL DE RIEMANN

La integral de Riemann, creada por Georg Friedrich Bernhard Riemann, fue la

primera definicion de la integral. La cual se basa en la medicion de area debajo de una figura

66 2

amorfa, midiendo

cantidad de areas en rectangulos, aproximado al infinito para reducir

el error en las mediciones por aproximacion, en un intervalo /a, b/, que se realizaban en el

apartado 5.1.

Para una funcion de variable real se expresa de la siguiente forma:

ff(x)dx— llmZ ' f(x)Ax

Donde:
Ax = b;—a (Expresion (2) del apartado 4.1)
x; = a+ (Ax)i

Por ejemplo:

a) Determinar el 4rea de la funcion f(x) = x2, en un intervalo [0,4]

Obtener Ax y x;
szﬂzi, xi=0+4—i=4—i
n n n n

Notacion de Riemann

. 2
41 161 4 |16
n n -
P — — = - =—- l]
l—lf (n) 1( ) i= 1 n n2 l 1
416 (n3 n? n
= - —2(—+—+—)]
niln 3 2 6

Simplificar % enésima suma de ]
_4 [16n 184 ] _ ﬁ—z'_&Tﬂ; Rieman
n en

n

A= 11 (— + 2+ ——)  Aplicar (6) para obtener el area.

6( )2
,4_634 u? = 21.333 u?

(6)

(7)

Se puede comparar el resultado, con el del apartado 5./ del ejemplo a), como al

incrementar el numero de rectangulos, el area se va aproximando al area real, la cual la

integral de Riemann da de forma mas precisa.
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b) Determinar el area de la funcion f(x) = 2x3 + 3x2, en un intervalo [0,3] sobre el eje

X.
Obtener Ax y x;
n n n n

Notacion de Riemann
?=1f(3—")3=i a2 +3(2) =2 xm, 2 (22) + 3,3 (%)
354 3+ Z 2]

[n
=2 ( D) Z( )| 2 27+ 2t o+ D4

54
n In3

n

__45_”_|_ + ]_@4_@_*_5_‘2‘

nlkL 2 n
. 35 243 54

A= 7111_{?0( 2 +2(oo) (00)2)

A=12—5u2=67.5u2

¢) Determinar el 4rea sobre el eje “x” de la funcion f(x) = 3x? — 4, en un intervalo
[-2.2]
Obtener Ax y x;
sz%_z)zs, xX;p=—2+ —

Notacion de Riemann

4i, 4 4 4i\2
Laf(2+)-=~- ?:1[3(—2+;l) —4]

4 161 16
| DEECEEEE S B

4 481 48
=iyr, 12 -3, B v, B0) - v 4]

n n2

[12n—‘;—8(7+5)+ig( + +) 4n]

=|4= :|4=

[12n—24n—24+16n+24+——4n]

" H =3

A= hm(

- )2)=0u2
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Al observar el area del ejemplo ¢), al parecer el area obtenida es cero, lo cual nos da
a pensar si realmente debajo de la curva y sobre el eje x, no estamos midiendo nada. Por lo

tanto, revisaremos el grafico de la funcion.

..................
L L L L
41.31.20N 1 0.0.80.7.0.60.50.40.30.20.1 § 0.10.20.30.40.50.60.70.80.9 1 ¥11.21.31.41.51.61.71.81

A2

Figura 27. Areas simétricas de la funcion

Observando la figura 27, llegamos a la conclusion que, el A/ encerrado en azul es
proporcionalmente igual al 42 encerrado con rojo (matematicamente en signo negativo) pero
debajo del eje x, por lo tanto, el area buscada seria A1 + A4 = Aq,tq;, pero algebraicamente
sucede A1 — A2 — A3 + A4 = 0, debido a que A1 = A2 = A3 = A4. Por esta razon es
necesario encontrar las raices de la funcion, las cuales indicaran la interseccion de la curva
coneleje “x”enelplyp?2.

Para obtener las raices de la funcion aplicamos la formula general

—b +vVb2%-4ac

X12 = 2a (8)
Sabemos que los coeficientes de la funcidon son: a=3, b=0y c=-4, entonces las raices
son:
V48 -8
X1="7g Y X2 =——

Cambiando los limites de la funcién f(x) = 3x? — 4, en un intervalo de [-2, _\éﬁ]’

podemos obtener el area A1 = % V3 = 3.08 u?, evaluando con la integral de Riemann.

Entonces podemos concluir que el area debajo de la curva de la funcioén anterior,

evaluada de [-2,2] es A1 + A4 = Argrar. Arorar = 2V3 + V3 =243 ~ 6.16u?
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5.4 DEFINICION DE INTEGRAL DEFINIDA

Existencia: Si f(x) es la razon de cambio de F(x), entonces la integral definida es:

[? f(x)dx = F(b) - F(a) ©)

Es decir, que f{x) es razdon de cambio de F(x), porque la derivada de F(x) es f(x) y F(x)
es una primitiva (integral) de f{x), en un intervalo desde “a” hasta “b” [a, b]

Basicamente la integral definida desde [a, b] es la definicion matematica reducida de
la integral de Riemann.

Por ejemplo; comprobar que f(x) = x™ tiene una primitiva (integral) y que su
derivada devuelve la misma funcion.

n+1 1 yn+1

su derivada: T =™ yni1-1 f(x)=x"
n+1 ’ dx n+1

X

[x™dx =

Ahora probaremos que: ff f(x)dx = F(b) — F(a), por medio de la integral de
Riemann, con f{x)=x y desde [a, b].

Primero determinamos los valores de Ax y X;.

szT y x;=a+ (Ax)i
Funcion f(x)
Por lo tanto: Sustitucion de la
P f)Ax = T, fla+ AxdAx = S y(a+ 4/ Smeionft)=

l ) =Y (aAx + Ax?i) = Y, alx + Y-, Ax?i

2
=an Z?:l 1 + sz Z?=1I: = ann + sz(n? + g)

Notacion ba
de Rieman | Sustituir Ax = — dividir la “n”

“an(59) + (59) (5 +3)

—a(b —a) + =2 ("—2 + E)

n2 2 2

=ab — a? + (b* — 2ab + a?) (1 +i)

E 2n
Obtener el limite cuando n—o0

lim ¥, f(a+ Axi)Ax = ab — a? + (b%? — 2ab + a?) (l + ;)
n—-oo 2 2(x)

2 2 b2 2
—ab—a?+Z —ab+E =2 -2 Pporlo tanto,
2 2 2 2

b _ b?2  a?
fa xdx = 7 — 7 (10)
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n+1

Ahora aplicamos la formula [ x™dx = X+ ¢, con limites [a, ], determinada por

n+1

)
n+1 . bn+1

X
[x™dx = = —
n+1 n+1 n+1

an+1

Si, decimos que n=1, entonces:

bongy=2"_2
J, x dx == —= (11)

Como se puede observar (10) y (11) son iguales, por lo tanto, podemos concluir que

la definicion de existencia es comprobable y correcta.

4.5 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA
Una funcién f(x) y un intervalo [a, b], es una integral definida que puede calcular el
area limitada por su grafica en f{x) y verticalmente por las abscisas con x=a y x=b. Por lo

tanto, la integral definida se representa como:

fbf(x)dx

Donde:

[ =Simbolo de la integral.

a= limite inferior.

b= limite superior.

f(x)= Funcion a integrar o integrando.

dx= Diferencial, indica la variable que se utiliza.

1- Si se permutan los limites, la integral cambia de signo.

b
J, fl)dx = —fbaf(x)dx (l.g)
2- Si los limites son iguales, la integral es cero.
o f)dx =0 (1.h)
3- Dado tres nimeros reales como a<b<c, entonces se integra a trozos la misma funcion.
b .
JSf@dx = [ f()dx + [ f(x)dx (1.i)

4- Cuando se suman o se restan dos o mas funciones como integrando, se utilizan los

mismos limites en dos o mds integrales separadas.

LI + g@dx = [ f()dx + [ g(x)dx (1)
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5- Si la integral definida es una constante, el resultado es so6lo el limite superior menos

el inferior todo por la constante.

[7 cdx = c(b - a) (1.k)
6- El producto de una constante por una integral ocasiona que la constante salga de la
integral.
b b
J, cfdx =c [ f(x)dx (1.1)

5.6 CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS
Si F es una primitiva (funcién integrada) de la funcidon continua (en su grafica forma una

curva suave) fen el intervalo [a, b], entonces.

b
[ redx=Fo) - F@

El teorema anterior fue comprobado en el apartado 4.4 en la ecuacion (10) con una f(x)=x,

aplicando la integral de Riemann, por lo tanto, la definicion implica:

b
[ redx = real = F) - Fe@)
a
Tomando como referencia (9), y si omitimos los limites superior e inferior obtenemos:

ff(x)dx =F(x)+c

Donde:

F(x) es la primitiva de f(x) y c es la constante de integracion.
Por ejemplo:

a) Integrar la siguiente funcion f(x) = x?2 en [0, 4].

) 04 x%dx

xn+1

n+1

Aplicar: [ x"dx = +c (12)

NOTA: Tener en cuenta que en la integral definida no se toma en cuenta la constante de

integracion “c”.

Con n=2
4 P _xn+1 4_x_34
fOx dx—n+1|0— 3 |0

3 3
Jfarde =2 -8 =% 5 9133
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Comparado con el resultado evaluado con suma de Riemann en el ejemplo a) del apartado
4.3, observamos que la integral da un resultado preciso.
b) Integrar y aplicar f% =Inv+c (13)

2d
; 7" =Inx|? =In(2)—In(1) = 0.69

¢) Integrary aplicar [ cosvdv = senv +c (14)
fon cosx dx = sen x|g = sen () — sen(0) =0

NOTA: Como los limites estan expresados en radianes, el sen () = 0 (verificar en

calculadora cientifica)

d) Integrar y aplicar (12)

VR = [ = T3 = 7 < B < O 20
[ Vxdx ~ 17.33

e) Integrar:

I 24(x4 + x3 — x?)dx Aplicar propiedad (1.j)

f: x*dx + f24x3dx - f:xzdx Integrar con (12)

. x3+1 x2+1 4 _ x5 x4— x3 4
P = T
4+1 3+1 2+1 5 4 3

WF L @t @ @F

@ @3 @' _ @3
s T, 3 5 ]
_1024 | o, 6% 32 4 8356 _ o397
s 3 5 3 15

No hay nada secreto que no llegue a descubrirse,
ni nada escondido que no llegue a saberse.

Apostol Mateo
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CAPITULO 6. INTEGRAL INDEFINIDA Y SUS METODOS DE
INTEGRACION.

En este apartado seguiremos estudiando las integrales, este capitulo se enfocara en el
desarrollo y métodos de integrales indefinidas. Teniendo como fundamento que todos hemos
practicado operaciones inversas, como adiciéon y sustraccién, multiplicaciéon y division,
elevar potencia y obtener raiz. En el célculo diferencial se aprendio a realizar derivadas de
una funcion f{x); los problemas de calculo integral son la operacion inversa de f(x), llegando

a obtener F(x), la cual es una integral.

6.1 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA
1) Si las funciones f(x) y g(x), se pueden integrar respectivamente, entonces f (x) + g(x) son

integrales F(x) + G(x).

[ir@ £ g@ldx = [ reodx + [ goodx

Los signos + admiten que la integral se puede separar en dos més integrales, ya sea
sumando o restando.
2) Si f(x) se puede integrar y k es una constante que pertenece a los nimeros reales (k € R),

la funcion kf(x) tiene una integral kF'(x)

[kf(x)dx =k [ f(x)dx = kF(x)

6.2 CALCULO DE INTEGRALES DIRECTAS

Las integrales directas son resultados de aplicar casi de forma inmediata las formulas
de integracion y asi, llegar al resultado; en algunas ocasiones serd necesario adecuar el
integrando para que este quede expedito a ser integrado, ya sea aplicando algebra, alguna
propiedad o bien alguna identidad trigonométrica.

Por ejemplo:

a) Integrar [ 2xdx Aplicar propiedad (2) y formula (12)
2
=2 [ xdx =2 (’;1:)=2x7=x2+c
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b) Integrar [(cosx — 3sen x + 5)dx Aplicar propiedad (1) y (2)
[cosxdx —3 [senxdx +5 [ dx

=senx — 3(—cosx) + 5(x) = senx + 3cosx + 5x + ¢

Aplicar formula (14) y:
[ senvdv = —cosv + ¢ (15)
[dx=x+c (16)

6x*+3x243

¢) Integrar [( )dx  Adecuar el integrando con el comn divisor

) +—= + — ) dx
(3x3 3x3 ) Dividir té Aplicar (12) y (13). En f_ = [x73dx

= f 2xdx + f + f_ propiedac
1+1 —3+1
=2 +Inx +
1+1 +1

2 -
=2L+Inx+x—=x2+lnx—%+c
2 -2 2x

2 _
d) Integrar [Vx(x* — 2)dx Adecuar el integrando multiplicando /x =
[ (xg B Zx%) dx = fxg dx — x1/2por cada elemento dentro del paréntesis
1
2 [ xzdx Aplicar (12)

1 7 3
_x5+1 2x27t x2 2x2  2Vx7  4Vx3
NSV 7 3 -
2 e Z = 7 3
(2)+1 P 2 2

Adecuar el integrando y aplicar identidades
trigonométricas

sen x
[——.—— dx=[tanxsecx dx = secv + ¢
COSX CcCosXx

. . senx
Identidades aplicadas: tanx = — y secx =
CoSsx COoSXx

ftanvsecvdv=secv+c (17)

f) Integrar f x2-10  Determinar a®> = 10 y a = V10, utilizar la formula

dv 1 v—a
1 . |x—\/ﬁ c fvz_uz —Eln |m (18)
2410 x+V10
g) Integrar f 2710 Determinar a? = 10 y a = V10, utilizar la formula
dx 1 v
U pretanZe 4 c I =-arctan-+c (19)

24 a2
vé+a
V10 V10
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6.3 INTEGRALES POR CAMBIO DE VARIABLE
En algunos casos en los cuales la integral no se puede realizar de forma inmediata, se
tiene que realizar un cambio de variable, también llamado sustitucion, y después aplicar
alguna formula para integrar. A/ final el resultado debe quedar expresado con la variable
inicial.
Por ejemplo:
a) Integrar [V3x —2dx = [(3x —2 )%dx
v=3x-2 La nueva variable introducida es “v= 3x-2”, sin tomar en
cuenta la potencia exterior “//2” o bien la que se considera la

funcién mas compleja en la mayoria de los casos.

dv=3dx Obtener el diferencial derivando la funcion, despejando
siempre la constante con todo y signo del segundo término hacia

el primer término.

dv
—=dx
3

En este paso se cambia la
variable “v” por el valor
asignado inicialmente

Realizar el cambio de variable.

1 1 " 3 —7o
fvid_v:lfﬁdv:lvlz =12 2L 4+
3 3 3 E+1 3 2 9 9
x dx
b) Integrar [ 713 V&\
v=x2+3 \\ NOTA: Puedes observar que, al obtener el
dv = 2x dx ‘l diferencial, la integral se complementa con
dz_“ = x dx // “xdx”, por consiguiente, es factible realizar el
7 cambio de variable.
7
dv 1 rdy,_ %77 .
I3, =315 =5 mlx*+3]+c Aplicar (13)
¢) Integrar [ cos30d0
v =360 Al aplicar (15) se puede observar claramente que,
dv = 3d6 “v” estd entre el cos y el dvy en este caso es igual
@ _ 40 a360

3
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Realizar el cambio de variable, aplicando (14)
fcosvdg—v= gfcosvdv = ésenv = ésen 30 +¢

d) Integrar [ x cot(x? + 5)dx

v=x2+5
dv = 2x dx
d—v=xdx
2

Formula [ cotvdv = In|senv| + ¢

Realizar el cambio de variable y aplicar (20)

fcotv% = ;fcotv dv = %In |sen v| = i In|sen(x?>+5)| +c

(20)

NOTA: Ya pudiste observar que, el método requiere cambiar la variable de la integral

original a una nueva variable y complementar los elementos que falten con el diferencial. En

caso de NO complementar con el diferencial, buscar la varibale que falte en “v”

1
e) Integrar [ xVx + 1dx = [ x(x + 1)2dx
v=x+1 - despejar"x" x=v-1
dv = dx

Realizar el cambio de variable y aplicar (13)

1 3 1 3 1 p2tlt 2t
[(v—Dvadx = [(v2 —v2)dx = [vzdx — [vzdx = 5——3
SH1 o4l
5 3
vz vz 24yvS 2Vu3  2J(x+1)5  2(x+1)3 g
- s 37 s 3 5 3
2 2
3xdx 3xdx
f) Integrar | 3 = I
8 f Vx?+2 f(x2+2)§
v=x>+2
dv = 2xdx
dv
— = xdx
2
2
3dv 3 [ -1 v3tt 3353 9 2 93/(x242)2
—=-[vidv=-F—=5=-v3 S Cinl L
Z —=+1 2 Z 4
2v3 3
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g) Integrar [ e*dx Con k como constante arbitraria
v =kx
dv = kdx
i—v = dx
Formula [ e’dv =e’ + ¢ (21)

eVdv 1 v e? ekx
=—fedv=—=—+c
f k k'f k k +

h) Integrar [ x?sen (x3 + 1)dx
v=x3+1
dv = 3x?%dx

dv
<= x%dx

dv 1 1
Jsenv=—=:_[senvdv= —Zcosv= —

cos (x3+1)
T3

3

+c

6.4 INTEGRALES TRIGONOMETRICAS
En este apartado se integraran funciones trigonométricas que no son inmediatas, por
lo tanto, habra que realizar algunas adecuaciones, asi, que es necesario que tengas en cuenta
las identidades trigonométricas, las cuales las puedes encontrar en el anexo 1.
Por ejemplo:
a) Integrar [ cos® xdx
Separar la funcién y aplicar cos?x = 1 — sen?x
[cos?x.cosxdx = [(1— sen®x)cosxdx = [ cosx dx — [ sen?x cos xdx
NOTA: Se pueden observar que se tienen dos integrales, la primera se resuelve de forma
inmediata y en la segunda se debe aplicar cambio de variable; tomando a v = senx, para
que, su diferencial complemente la integral.
v = senx
dv = cosxdx
Resolver la integral inmediata y para la segunda integral realizar el cambio de

variable.

p2+l v3 sen3x
=senx — [vidv=senx ———=senx ——=senx ———+¢
2+1 3 3
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b) Integrar [ cos® 8x sen 8x dx
v = cos 8x

dv = —8sen 8x dx

dv
—5 = sen 8x dx

dv 1 1p3+1 1v —cos*8x
fv3(——)=——fv3dv=—— =—-—=——+4c
8 8 8 3+1 8 4

¢) [sen?xcos®xdx = [ sen?x cos?x cosx dx
[ sen?x (1 — sen?x) cosx dx = [ sen?x cosx dx — [ sen*x cosx dx
v = senx

dv = cosx dx

2+1 5 3 5

v v v v sen-x sen-x
fvzdv_fv4dv= —_ :———:—_—+C
2+1 4+1 3 5 3 5

w

d) [sen?xcos®xdx
=[ sen?x(cos? x)? cosx dx = [ sen?x(1 — sen? x)? cosx dx
= [ sen?x(1 — 2sen? x + sen* x)cosx dx
= [ sen?x cosx dx — 2 [ sen*xcosx dx + [ sen®x cosx dx
v = senx

dv = cosxdx

2+1

v v v v v v
[v?dv -2 [v*dv+ [vedv = -2—+ =——-2—+—
2+1 4+1 6+1 3 5 7
sen3x  2sen®x . sen’x
= - + +c
3 5 7

Hasta aqui haz notado que, cuando alguna de las dos funciones trigonométricas (seno
o coseno) es impar, en la descomposicion una de ellas queda elevada a la potencia “uno”,
para que ésta sea completada en el diferencial de la que se postula como “v”. Las identidades
que se ocupan son:
cos’x = 1 — sen’x
Relacion Pitagorica
sen’x = 1 — cos*x
A continuacion, se estudiaran otras integrales, donde se aplicaran otras identidades

trigonométricas para facilitar la solucion.

e) [cos*xdx
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Aplicar identidad trigonométrica para la reduccion de exponente:

cos2x
2

Se extrae el 4 del denominador
y se vuelve a aplicar la misma

[[cos?x]2dx = [ [“6052"]2 dx = [| identidad

1
cos’x = 5t

= —f[ + 2cos2x + 54x] dx

——f [1 + 2cos2x + + COS4X]

sen2x 1 sen4x]

=—[Efdx+2fc052xdx+chos4xdx——[x+2 +-—

3x sen2x sendx
=—+——+—++c
8 4 32

f) [sen4xcos6x dx Para este tipo de integral, sera util la siguiente
n? 4 identidad para transformar productos en sumas:

1 1 1
! senmx.cosnx = Esen(m -n)x + Esen(m +n)x

) G sen (4 —6)x + %sen(4 + 6)x) dx = %f sen(—2x)dx + %fsenle dx

. lcos (—2x) N lcolex _ cos(—2x) N cos10x
T2 -2 2 10 4 20
g) [sec*xdx Aplicar identidad sec?x = tan®x + 1

=[sec? x sec’xdx = [(tan?x + 1) sec? x dx
= [tan®?xsec’x + [sec?xdx
v = tanx La primera integral se resolvera por
dv = sec?xdx cambio de variable y la segunda de
forma inmediata con (22)

Formula [ sec’vdv = tanv + ¢ (22)

tan3x
+tanx + ¢

3
[v2dv + tanx = % + tanx =

h) [ tan3xsec® xdx Aplicar identidad: tan?x = sec’x — 1
[ tan? x sec* x sec x tanx dx = [(sec? x — 1)sec*x secx tan x dx
=[ sec® x secx tanx dx — [ sec* x sec x tan x dx
v =secx

dv = secx tanx dx
7 5 7 5

v v sec’ x sec  x
[vedv— [vidv=——-—=—TF--—"+c
7 s 7 5
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i) [ cos4xcos3xdx
Aplicar identidad: cos mx cos nx = %cos(m -n)x + %cos(m +n)x

= f(%cosx + %cos7x)dx = %fcosxdx +§fcos 7x dx

1sen7x

1 1 1
=senx+ - =-senx+ —sen7x+c
2 2 2 14

j) Integrar: [ sen?ax cos? ax dx

1+cos2x
2

1-cos2x

Aplicar identidad: sen?x = y cos’x =

=f[1—co; azx . 1+cozs a2x]dx — if(l . COSZ Zax)dx

1 1 4 1,1 1
=Zf(1—g—¥)dx=Z[5fdx—5fcos4axdx]

= )
412 2 4a 8 32a

1 [x_l M] _ X sen4ax
6.5 INTEGRACION POR PARTES
El método de integracion por partes, es la regla correspondiente al producto de dos

funciones. La expresion es la siguiente:
fudv=uv— [vdu (23)

El propésito es deducir una integral més simple que aquella con la cual se inici6. Hay que
tener en consideracion las siguientes observaciones.
1) La parte escogida como “u” debe ser la funciéon mas simple y ésta se va a derivar para

obtener “du”

2) Para escoger “u” se sugiere el siguiente orden de las funciones “ILATE”

Tipo de funciones

Inversa Logaritmica | Algebraica | Trigonométrica | Exponencial

2

3) La parte escogida como “dv” ha de ser facil de integrar, para obtener “v
4) Laintegral [ vdu no debe ser mas complicada que [ udv

5) Sila integral se vuelve ciclica, se debe realizar una igualacion.
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Por ejemplo:

a) [ x cosxdx

u=x dv = cosxdx

]
1
1
¢
du = dx v = senx

LOBOS CALCULO PASO A PASO

NOTA: de "u" a "du" se

deriva y de "dv" a "v" se
integra.

Aplicar (23), integracion por partes.

=x sen x — [ sen x dx = x senx + cosx + ¢

b) [e*(x?+2)dx
u=x*+2 dv = e* dx
du = 2xdx v=e*

=(x2 + 2)e* — [e*2x dx

u=x dv=e*dx

du=dx v= e*

=(x* + 2)e* — 2[xe* — [ e*dx]

Se crea una segunda integral
por partes que se tiene que
desarrollar.

=(x% + 2)e* — 2xe* + 2e* + ¢ = e¥*[(x%? + 2) — 2x + 2]

=e*[x?—2x+4]+¢
¢) [arccot(x) dx

u=arccot(x) dv=dx
du = — dxz v=x
1+x
dx
= [arc cot(x)]x — [ x (_ 1+x2)
xdx
= ?LY—} f1+x2
B v=1 + xz
dv = 2xdx
ﬂ = xdx
2

=B+ [Z=B+ilv
v 2
= x(arc cot x) +%ln(1 +x3)+c

d) [Inxdx

u=Inx dv = dx

Renombramos la primera seccion
con “B” Fn..n PRSP P |
. Reordenamos la segunda integral y
mismo elen )
la resolvemos por cambio de

variable.
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=(lnx)x—fx;ﬂ=xlnx—fdx=xlnx—x+c

e) [xinxdx
Dividir las “x” de
u=Inx dv = xdx la integral

2

2 2 2 2 2 2
X x“dx _ x“lnx 1 x“Inx x x*Inx  x
2 Ja2ax T 2 2 2 22 2 4
(In x) ) [ xdx +c

Como puedes observar, entre los resultados del ejercicio d) y e) se forma un patrén,
de tal forma que, si integramos funcion x™ multiplicando por una funcién In x, los resultados
solo seguirdn un pardmetro, por lo tanto, se puede deducir una expresion para: [ x? In xdx.

f) [x"Inxdx

u=Inx dv = x"dx

dx xn+1
du=— wv=
X n+1
xn+1 xn+1 dx 1
= lnx—f — =B -— fx"“.x‘ldx
n+1 n+1 x n+1
B

1 xn+1 xn+1

Z _ __—_pB-—
I R —— m+ D+ T

C
n+1

1
=B - —fx"dsz—
Por lo tanto
xn+1 Inx xn+1

n — _
fx Inxdx = n+1 (n+1)2

+c (24)

g) Integrar [ x%In xdx utilizando la expresion (24)

x2*t1nyx x2*1 x3lnx  x3
[ x?%In xdx = — = -—+C
2+1 (2+1)2 3 9

Integrales por partes ciclicas
En este apartado se estudiardn integrales por partes que al resolverlas se vuelven
ciclicas, y sera necesario pasar el elemento ciclico del segundo término hacia el primero.

Para eso recordaremos como resolver las desigualdades.
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Por ejemplo:

“_»

x—2>-x+1 Pasar las “x” al primer término y las constantes al

Xx+tx>1+2 segundo término.
2x >3
x>3
2
a) [sec? xdx Utilizar identidad: tan®x = sec?x — 1
[ sec? x sec xdx Formulas:

u = secx dv = sec?xdx 5
[ sec’vdv = tanv + ¢ (22)

du = secx.tan xdx v = tanx
[secvdv = In(secv + tanv) + ¢ (25)

=secxtanx—ftanxsecxtanxdx=R—ftan2xsecxdx

R
=R — f(seczx —1)secxdx =R — f sec3 xdx + f sec xdx

NOTA: La integral [ sec xdx es inmediata y se aplica (25), en la integral [ sec3® xdx es
donde se realiza el procedimiento mostrado al inicio del tema.

[sec® xdx =R — [sec® xdx + In|secx + tan x|

Aqui Despejar hacia el

iniciamos primer término

[ sec® xdx + [ sec® xdx =R+ B
2 [sec® xdx =R+B
[secdxdx =-R+—B
2 2
Por lo tanto, el resultado final es el siguiente
[ sec® xdx = %secx tan x +% In|secx +tanx| +c

b) Integrar por partes: [ e~** cos bx dx

u=e ¥ dv = cos bx dx
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__senbx
b

_ —ax Sen bx _
= e . f

K_Y_)

B

sen bx (—ae‘ax)dx

b

=B+ %fe_axsenbdx

u=e %

du = —ae

el (3

=B-"—3

Despejar R

“Hdx v=-—

ae” % cos bx

dv = sen bx dx

cos bx
b

—cos bx) . f—cobs bx (_ae_ax) dx]

a?

] e7% cosbx dx

la integral hacia el primer término

2
fe‘axcosbxdx+Z—2fe‘axcosbxdx =B —R

fe‘“xcosbxdx(1+z—z) =B —R

- b%+a?
[e “xcosbxdx( — ) =B —R
2
[e % cosbxdx = > _(B-R)
b2+a?
b2 e~ senbx b? ae~ % cos bx
e " cosbxdx = ( ) — )
f bZ+a? b b2+qa?
_ be~™% sen bx ae~% cos bx
[e % cosbxdx = -
b2+a? b2+a?

¢) Integrar por partes: f lnTX dx

dx
u=Inx dv =—
X

du=% v=Inx

X
=Inxlnx — [InxZ
X

2% ax + (22 gy = In2x

X X

2fln7xdx=ln2x

[2X gy =2m2x + ¢
x 2

72



RAYMUNDO & MURILLO & LOBOS CALCULO PASO A PASO

NOTA: Este ejemplo fue s6lo para practicar integrales ciclicas, pero puede resolverse por el

método de cambio de varible.

6.6 INTEGRALES POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA
Este método de integracion es util cuando el integrando presenta expresiones de la

siguiente forma:

Vaz —v2, Va?+v? 6 VvZ—a?; donde a>0y “v” es funcion de “x”

Para integrar se debe buscar eliminar el radical, realizando la sustitucion
trigonométrica necesaria; para obtener un integrando con funcidon trigonométrica con
respecto a una nueva variable (un angulo ) para ello es necesario considerar las tablas 1 y
2. La tabla 1, ayudard a realizar la sustitucion trigonométrica; la tabla 2, ayudara a dejar el

resultado final expresado en la variable inicial “x”. Es necesario tener en cuenta el tridngulo

rectangulo de la figura 28 y el teorema de Pitagoras.

Opuesto

Adyacente

Figura 28. Triangulo rectangulo

Tabla 1. Formas para realizar la sustitucion

Caso | Cuando aparece | Sustituir Identidad Trigonométrica
1 a? — p2 X = a senf 1 — sen?8 = cos?0
2 m X = a tan 1+ tan?@ = sec?0
3 2 — g2 x = a sec sec?0 — 1 = tan?0

Tabla 2. Razones trigonométricas

Op Hip

= — 9 = —

sen@ Hip csc op
Ady Hip

cosf = H_lp secl = m
Op Ady

tanf = — tg = ——
an Ady co op
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En el desarrollo de los ejemplos se daran algunas notas importantes para resolver los
ejercicios.

dx

x2v/9—x2

a) Integrar por sustitucion trigonométrica: [

Observando el radical V9 — x2, tomaremos el caso /
Va? —x%, x=asenb, 1 — sen?@ = cos? 0

Obtener los elementos para realizar la sustitucion trigonométrica Vo -z
a=3 NOTA: Se desarrollara el radical para obtener su
a?=9 sustitucion trigonométrica; pero, se puede reducir
x = 3senf dicho procedimiento de la siguiente forma:

x? = 9sen’f \a? + v? =valor de “a” multiplicado por el valor B,
dx = 3cos0do sin ser elevado al cuadrado. y/a? + v? = aB

V9 — x2 =9 — 9sen?0 = ,/9(1 — sen?0) = V9cos20 = 3cosO

Realizar la sustitucion trigonométrica

f dx _f 3cosfdf 1f dao
x2vV9—x2 7 9sen203cos® 97 sen28

Aplicar identidad trigonométrica
1

sen? x

1
cscx =—— > elevaral cuadrado csc2x =

éf csc? 6 do Formula [ csc?v dv = —cotv + ¢ (26)

1

= —;cot 6 + ¢ >> Resultado parcial por estar expresado con respecto a “6"

.,

Para obtener el resultado final es necesario expresarlo con respecto a la variable inicial “x”;

para ello se tiene que buscar su valor en: x = 3sen6.
Despejar la funcion trigonométrica y revisar la tabla 2, para obtener la razon trigonométrica

de la funcion del seno.

x (0]
senf == ==L
3 Hip

Aplicar el teorema de Pitdgoras para obtener el cateto faltante

H? = 02 + A2 >»> Despejar adyacente A = VH? — 0?2

Entonces el cateto faltante es A = /(3)2 — (x)% = V9 — x2
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NOTA: Una forma sencilla de dar valor al cateto faltante, es colocar el radical que se tiene
en la integral inicial.

Ya que se tienen los tres valores del tridngulo rectangulo se puede llegar al resultado final,
verificando en la tabla 2, la "cotd = Ady/Op"

— 2
[ =1fcsc20df=—2coth+c =" 4 ¢
9 9 9x

x2v/9—x2

Para el siguiente ejemplo solo se llevara a cabo el procedimiento parecido al anterior

sin que estos sean especificados.

. ., . e . dx
b) Integrar por sustitucion trigonométrica: f Ny
Utilizar:
N
Va2 +v2, x=atan @, 1+tan®? 0= w?x . sec’@
[g\}
a=2 i
a’ =4 2

2x=2tan 8 »>>» x =tan6f
4x% = 4 tan?0 >> x? =tan?0
dx = sec’0d 0

Vax2 +4=2sec 6

Realizar la sustitucion trigonométrica

dx sec’0d#o 1
J‘\/4x2+4 - f 2secH - 2 Isecede -

] Resultado parcial, por estar
Aplicar la formula (25) expresado con respecto a un
_ i In [secd + ta angulo, se debe cambiar a “x”

Hip Op
Ady Ady

Resolver el tridngulo

2 0
tand = = = — ,por lo tanto
2 Ady
dx 1 Vax2+4
I—TZH = 3 In ’ 5 +x’+c
. ., . e . dx
¢) Integrar por sustitucion trigonométrica: f e
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Utilizar:

V2 — a2, x=asecd, sec’0—1= tan®0
a= 8

a’?= 8

x = /8 secH

Vx2 —8 = /8 tan@

Realizar la sustitucion trigonométrica

dx _ _\/8_sec9tan0d9_L _i
foxZ—B_fx_JS_seCBJS_tane_JB_Ide_JB_6

Se puede observar que el resultado esta expresado con respecto al angulo "8" el cual se puede

cambiar a valores en “x” despejando "8" de x = /8sec 6

- X — -1 X

sec 0 = NS >>»> 0 sec NH
ax___ 1 ,_ 1 -1 X
fx x2-8 V8 9_\/8_ sec NED

2

d) Integrar: [ %dx

a=6

a? =36

x =6senb

dx = 6 cos 0d6

V36 —x? =6cos 0
Realizar la sustitucion Trigonométrica

f\/36—x2 6cos06cos0do fcoszede
x

Identidad cos?0 = 1 — sen?60
sen 0

dx = |

6senf

_ (1-sen?9) _ 1 . sen?0
_6f sen @ d9_6[fsen9d0 fsen@ dH]
=6[[cscOdf — [sen6dO] = 6ln|cscO — cotB| + 6cos 6 + C
Resolver el tridngulo
x_op

x=6senf >> senf == =—
6 Hip
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Entonces: Op = x, Hip = 6 y Ady = V36 — x2; cscO = I:;, cotl = %y cosl = %
[ P Y IR ALy,

x X X 6
= 6In """ 4 V36— a2+ C

6.7 INTEGRACION POR FRACCIONES PARCIALES

El método de integracion por fracciones parciales, nos ayuda a resolver integrales de

la forma [ %dx, donde P(x) < Q(x) y ambos son polinomios. El método requiere

factorizar el polinomio Q(x), en factores lineales o cuadraticos, como producto de

irreducibles. El objetivo es descomponer en expresiones racionales de sumas mas simples.

Factores
Lineales Cuadraticos
(x — a) (x% + a?)
(ax + b) (x> + bx +c¢) Si b?— 4ac es negativo

En cuanto se deducen las fracciones parciales, se procede a obtener un sistemas de
ecuaciones de acuerdo al numero de constantes (A, B, D, E,...),que se tienen, para ello se
puede ocupar cualquier método conocido, como sustituciéon , sumas y restas, Cramer,
eliminacion Gausiana, Gauss-Jordan, etc.

Se analizan 4 casos.

1.- Factores lineales repetidos

Con una integral de la siguiente forma:

f P(x)dx

(ax+b)M+(cx+d)™-

La descomposicion en fracciones parciales quedaria como:

P(x)dx A B C D E
(ax+b)M+(cx+d)™ " ax+b (ax+b)? (ax+b)™ = cx+d (cx+d)m--

Por ejemplo:
Descomponer los siguientes polinomios en fracciones parciales.

xZ+x+1 A B c D E
(x+1)2(3x+2)3  x+1 = (x+1)2  3x+2  (3x+2)2 = (3x+2)3
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2.- Factores lineales no repetidos (diferentes)

Con una integral de la siguiente forma:

f P(x)dx
(ax+b)(cx+d)(ex+f)...

La descomposicion en fracciones parciales quedaria como:

P(x)dx A B c
(ax+b)(cx+d)(ex+f)... T ax+b | cx+d ex+f

Por ejemplo:

Descomponer los siguientes polinomios en fracciones parciales.

1 A B
(x2-9)  (x+3)  (x-3)

3.- Factores cuadraticos repetidos (iguales)

Con una integral de la siguiente forma:

f P(x)dx

(axZ+bx+c)M(dx2+ex+f)"

La descomposicion en fracciones parciales quedaria como:

P(x)dx __ Ax+B Cx+D Ex+F
(ax2+bx+c)M(dx2+ex+f)"  ax2+bx+c  (ax2+bx+c)2 (ax2+bx+c)m

Por ejemplo:

Descomponer los siguientes polinomios en fracciones parciales.

x3+x+1
x3(x2+3)2

Dx+E Fx+G
x%2+3  (x2+3)2

A B  C
= + 2z + ey +
4.- Factores cuadraticos no repetidos (diferentes)

Con una integral de la siguiente forma:

f P(x)dx

(ax?+bx+c)(dx2+ex+f)..

La descomposicion en fracciones parciales quedaria como:

P(x)dx _ Ax+B Cx+D
(axZ2+bx+c)(dx2+ex+f)..  ax2+bx+c = dx2+ex+f

Por ejemplo:
Descomponer los siguientes polinomios en fracciones parciales.

x2+x+1 _ Ax+B |, Cx+D
(x2+1)(x2+2)  x24+1 = x2+42

78



RAYMUNDO & MURILLO & LOBOS CALCULO PASO A PASO

Caso 1. Factores lineales repetidos (iguales)

2x243x+2
a) f (x-2)3

Descomponer en fracciones parciales:

2x243x+2 A B c
(x-2)}  (x-2)  (x-2)2  (x-2)3

NOTA: En (x — 2)3 la potencia es “3”, las fracciones posteriores en el denominador se
repiten desde “/” hasta llegara “3”

Realizar las sumas de fracciones

2x243x+2 _ A(x-2)%2+B(x-2) C
(x-2)3  (x-2)(x-2)2 (x-2)3

NOTA: (x — 2)(x — 2)?2 = (x — 2)3

2x24+3x+2 _ (x—2)3[A(x-2)2+B(x—-2)]+C(x-2)3
(x-2)3 (x-2)3(x~2)3

(x—2)3(x—2)3[(A(x—2)?+B(x~2))+C]
(x=2)3(x-2)3

2x>+3x+2=A(x—-2)>+B(x—-2)+C

2x%> 4+ 3x+2 =

Desarrollar el binomio cuadrado

2x2+3x+2=A(x*—-4x+4)+B(x—-2)+C

2x* +3x+2=Ax* —4Ax+4A+Bx - 2B+ C

Agrupar por términos con x2,x! y constantes

2%% + 3+ 2= Ax? + x(—FA + B) + (4A4>2B + C)

Igualar coeficientes de ambos términos dependiendo del grado (potencia)
A=2
—4A+B =3
4A—-2B+C=2 +

Resolver el sistema de ecuaciones, por el método que

el lector prefiera.

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

_4(2)+B=3 - 4(2) —2(11) +C =2
B=3+8 C=2+22-8

Tenemos A=2, B=11y C=16
Sustituir los valores de A, By C en las integrales con fracciones parciales

2x243x+2
f (x-2)3 d

dx+f dx
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dx+f dx

=2 lnlx -2]+11 f(x - 2)‘2dx + f(x —2)3dx

v=x-—2
dv = dx
(x 2) 2+1 (x 2)—3+1
= 2In|x — 2| + 11(—+) + 16(T)
_ 8 _ -11(x—2)2-8(x-2)
= 2In|x — 2| — 2) = 2In|x — 2| + D2
_ _ -11(x-2)(x-2)—8(x-2) . -11(x-2)-8
=2In|x — 2| + )2 = 2In|x — 2| +—(x_2)2 +c
b) Integrar por fracciones parciales: [ ——= dx
g p p ) (x+2)2

3x+2 _ A B

(x+2)2  x+2  (x+2)2

Descomposicion en fracciones parciales

3x+2 _ A(x+2)2+B(x+2)

(x+2)2 (x+2)(x+2)2

3x+2 _ A(x+2)(x+2)+B(x+2)
(x+2)2 - (x+2)(x+2)2

Mover (x + 2)? al segundo término

(x+2)% (x+2)[A(x+2)+B]
(x+2)(x+2)2

3x+2 =

3x+2=A(x+2)+B
3x+2=Ax+ (2A+B)

Igualar coeficientes dependiendo del grado, para obtener un sistema de ecuaciones

Ecuaciones Soluciéon

A=3 2(3) + B=2

24+B=2 B=2-6
B=-4

Los valores obtenidos son: 4= 3 y B=-4, sustituirlos en las integrales
3x+2 A B
f(x+2)2 dx = f(x+2) dx + f(x+2)2 dx

_ -1
[y e Ay A 4("%

(x+2) (x+2)2

( +2)
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Caso 2. Factores lineales no repetidos (diferentes)
x-1
x2+5x+6

a) Integrar por fracciones parciales: [

Descomponer en fracciones parciales

x ol —_—
x2+5x+6 (x+3)(x+2)

f 2x-1 2x-1

2x-1 A B

(x+3)(x+2) T ox43 0 x+2

2x-1 __ A(x+2)+B(x+3)
(x+3)(x+2) - (x+3)(x+2)

Mover (x+3) (x+2) al segundo término

(x+3)(x+2)[Ax+2A+Bx+3B]
(x+3)(x+2)

2x —1=x(A+B) + (24 + 3B)

2x—1=

Igualar coeficiente dependiendo del grado, para obtener un sistema de ecuaciones
A+B=2 Buscar el valorde 4 y B

2A+ 3B =-1

NOTA: Para resolver los sistemas de ecuaciones puedes ocupar cualquier método conocido.

No exclusivamente el que aqui se presenta.

A=2-B

22—-B)+3B=-1 Sustituir 4 en B
4—-2B+3B=-1

B=-5

Entonces: A =2 —(-5) =7;

Sustituir A = 7y B = —5 en la integral
2x+1 A B

f dx = [——dx+ [— dx

x2+45x+6

7ax _ ﬂ— 7 In|x+3| —5In|x+2| + ¢

x+3
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Descomponer en fracciones parciales

f 4x+2 _ Ax+2

x2—x T ox(x-1)

4x+2 _ A, B

x(x—-1) T ox o ox-1

i _ AG-DER) Mover x(x — 1) al segundo término
x(x—-1) x(x-1)

x(x—1)[Ax—A+Bx]
x(x—-1)

4x+2=x(A+B)—-A

dx + 2 =

Igualar coeficiente dependiendo del grado, para obtener un sistema de ecuaciones

Ecuaciones Buscar los valores de A y B
—-A=2 A=-=-2
A+B=4 —-2+B=4

B=6

Sustituir 4 y B en la integral

4x+2 Adx B dx
[=—dx= | + [—
X4—=x x x—1

f_de %= —2In|x| +6In|x — 1| + ¢

X

Caso 3. Factores cuadraticos repetidos (iguales)

2x3+42x
(x2+9)2

a) Integrar: [

Descomponer en fracciones parciales

2x3+2x 2x3+42x
i dx = 22
(x2+9)2 (x2+9)(x2+9)

2x3+2x _ Ax+B Cx+D

= Realizar la suma de fracciones
(x2+9)2 (x2+9) (x2+9)2

2x3+2x (Ax+B)(x2+9)”+(Cx+D)(x?+9)
(x249)2 (x2+9) (x2+9)2

Descomponer (x? + 9)2

2x3+42x _ (Ax+B)(x249)(x2+9)+(Cx+D)(x2+9)
(x249)2 (x2+9)(x2+9)2

(x%2+9)%(x2+9)[Ax+B(x%2+9)+(Cx+D)]
(x2+9)(x2+9)2

2x3 +2x = Ax® +9Ax + Bx*+9B +Cx+D
2x3 4+ 2x = Ax®*+ Bx* +x(9A+C) + (9B + D)

2x3 + 2x =
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Igualar coeficientes dependiendo del grado, para obtener un sistema de ecuaciones

Ecuaciones Buscar 4, B,Cy D
A=2 9(2)+C =2
B=0 C =-16
9A+C =2 9(0)+D =0
9B+D =0 D=0
Los valores obtenidos son A= 2, B= (), C=-16 y D=0. Sustituirlos en la integral
2x3+2x Ax+B Cx+D
f(x2+9)2 - f(xz+9) X+ f( 2_,_9)2
2x dx 16x dx
- f(x2+9) B f(x2+9)2
v=x2+4+9
dv = 2x dx
f——— —=1nv—8 = In|x? +9|+(29)+
. . 3x242x—1
b) Integrar por fracciones parciales: [ e dx

Descomponer en fracciones parciales

f3x2+2x—1 = AxtB Cx+D
(x2+4)2 T (x2+4)  (x2+44)2

2
3x2+2x-1 _ (Ax+B)(x2+4)" +(Cx+D)(x%+4)

(x2+4)? (x2+4)(x2%+4)?

3x2+42x-1 _ (Ax+B)(x2+4)(x2+4)+(Cx+D)(x2+4)
(x2+4)2 (x2+4)(x2%+4)?

(x2+4)° (2 +4)[Ax+B(x?+4)+(Cx+D))
(x2+4)(x2+4)2

3x?+2x—1=Ax3+4Ax + Bx> +4B+Cx+D
3x24+2x—1=Ax3+Bx?+x(4A+C) + (4B + D)

3x24+2x—1=

Igualar coeficientes dependiendo del grado, para obtener un sistema de ecuaciones

Ecuaciones Buscar 4, B,Cy D

A=0 40)+C =2 43)+ D =-1
B=3 C=2 D =-13
4A+C =2

4B+ D =-1
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Los valores obtenidos son: 4=0, B=3, C=2y D=-13, sustituirlos en la integral

f3x2+2x—1 do = f Ax+B dx+f Cx+D do

(x2+4)2 (x2+4) (x2+4)2
3dx (2x-13)
f(x2+4) + f (x2+4)2 dx

NOTA: Para resolver la primera integral se aplicara la férmula (19), en la segunda integral
se tiene que aplicar linealidad para separar en dos integrales. El resultado es una tercera

integral la cual se debe reducir en su exponente con la formula (27).

dx 2n-3 f dx X

FOI‘I’Ilulai f = (ax2+b)2_1 + Zb(n_1)(ax2+b)2—1

(ax2+b)2 ~ 2b(n-1) 27)

3dx 2x dx —-13 dx . .
J e T J Gz T f Gzrs: Renombraremos cada integral para realizarlas

por separado

Ini@s con @regral @al final unir todos los resultados

@ f(jz(z) Aplicar (19)con a? =4, a=2, v?=x% v=x

1 3
=3 Sarc tang =arc tang + ¢ Resultado 7

[ (j:j:; . Realizar cambio de variable
@ x>+ 4
dv = 2x dx
W fy2dy == -1
oz Jvdv = -1 v
-7 (x21+4) te Rosuliado 2
@ ﬁ Aplicar formula (27)

Conociendoque: a=1, b=4, n=2

. [ 2(2)-3 f dx x ]
- 2(4)(2-1) 7 x2+4  2(4)(2-1)(x2+4)

1 dx X -12 dx 13x
=131 2+ |==2 -
87 x2+4 8(x2+4) 8 x2+4  8(x2+4)

La integral del corchete se resuelve como en 1

-13 /1 X 13x —-13 X 13x
=— (— arc tan —) — =—arctan=— +c Resultado 3
8 \2 2 8(x2+4) 16 2 8(x2+4)
Unir los resultados 1, 2y 3
3 X - X 13x
—arctan—- — —arctan—- —
2 2 (x2+4) 16 2 8(x2+4)
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Reducir y optimizar los términos.

—-13x(x2+4)-8(x%+4)
8(x2+4)(x2+4)

11 X
= —arctan—-+
16 2

11 x | (x?+4)[-13x-8]
=—arctan-+-———5-——
16 2 + 8(x2+4)(x2+4)
11 x
= —arctan-—
16 2

13x-8
8(x2+4)

Caso 4. Factores cuadraticos no repetidos (diferentes)
2x3+3x2+2x+1

a) Integrar por fracciones parciales: [ (2+1)(x2+2)

2x3+43x2+2x+1 _ Ax+B | Cx+D
(x2+1)(x2+2)  x2+1 x2+2

2x34+3x2+2x+1 _ (Ax+B)(x2+2)+(Cx+D)(x2+1)
(x2+1)(x2+2) (x241)(x2+2)

2 2 2 2
2x3 432 4 2p 41 = (x2+1)(x2+2)[(Ax+B)(x2+2)+(Cx+D)(x%+1)]
(x2+1)(x2+2)

2x34+3x24+2x+1=Ax>4+24x + Bx* + 2B+ Cx* + Cx + Dx* + D
2x3 +3x24+2x+1 =x3(A+C)+x2(B+D)+x(2A+C) + (2B + D)
Igualar coeficientes dependiendo del grado, para obtener un sistema de ecuaciones

A+C=2

B+D=3
2A+C=2
2B+D =1
Resolver el sistema de ecuaciones por alguin método que conozcas. Aqui se daran las
soluciones:
A =0, B =-2, C =2, D=5
Ax+B Cx+D —2dx 2x+5
fx2+1 dx +fxz+2 dx = f x%+1 dx + fx2+2 dx
dx xdx dx
- _fo2+1+2fx2+2+ 5fx2+2

NOTA: La integral 1 y 3 se realizan con la formula (19) y la integral 2 se realiza por cambio

de varia
JONRONE
@ x2+4+1
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Conociendoque: a? =l,a=1,v2=x> y v=x
= =2 [1l arctan ﬂ = —2arctanx + ¢ Resultado 7
xdx
@
v=x2 42 = 7 =Inlv| =In|x*+ 2|+ ¢ Resultado 2
dv = 2xdx

@ fx2+2

Conociendo que: a? = 2, a = V2, v? = x?

yv=x
1 X 5 X

=5 [ﬁ arctan ﬁ] = Earctan 5 +c

Unir los resultados 1, 2y 3

= —2arctan x + In|x? + 2| + —arctan = + ¢

7z 7z

b) Int fi les: [ 22" g

) ntegrar por racciones parCIa (VAN 3 1ax X
fx —x+1 _ x%—x+1 _ é Bx+C
- x(x2+4) T ox(x244)  x @ x2+4

x%-x+1 _ A(x2+4)+(Bx+C)(x)
x(x2+4) x(x2+4)

x(x%+4) [A(x2 +4)+ (Bx+0C) (x)]
x(x2+4)

x2—x+1=Ax?>+4A+ Bx? + Cx
x2—x+1=x%(A+B) + Cx + 4A

x2—x+1=

Igualar coeficientes dependiendo del grado, para obtener un sistema de ecuaciones

A+B=1

c= -1
44 =1
A=1/, 1, +B=

Sustituir los valores 4 = 1/ 4 B= 3/ 4 Y C= —lenlaintegral

3_
fxz_x+1dxf%dx+f3x+cdx= fz—;c+fzx dx

x(x2+4) x2+4 x2+4
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Expandir la segunda integral
1 rdx 3 0 xdx dx

rE it lervind ey
v=x?+4 a*=+4

dv = 2xdx a= 2

dv

2=xalx v? = x?
V=X
1 rdx 3 rdv dx
R
4 X 47 2v xX“+4

1

3 1 X
=—In|x | + —In|v | ——arctan=
4 8 2 2

1

=—In|x|+ 3In|x2+4|—1a1‘c1:an£+c
4 8 2 2

Pero no basta con oir y leer el mensaje; hay que ponerlo
en practica, pues de lo contrario se estarian engafiando

Apostol Santiago
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CAPITULO 7. APLICACIONES DE LA INTEGRAL

7.1 AREAS

En esta seccion se aplicaran los métodos anteriormente estudiados para el calculo de
areas planas donde no se tiene una forma geométrica comun conocida.

Por lo tanto, vamos a aplicar la integral para conocer el area debajo de una curva y

hasta entre dos curvas. Tenemos 3 opciones mostradas en las figuras 29,30y 31.

1) 7 gix) < 2) 7 b g(x) «
g . g(x)dx ~ .
W W L T
1 7 7
P b /I
! J’ f(x)dx 7
. a ,’:
J J
1 71
A A
’ 4' ,: :'il
- o n oL
, P s / /, 7z ,’ // ’
R L, /’4 R S, //,, ,//I
YA, : M 2z 7 : X
' ! ] I
a b a b
Figura 29. Area de la region debajo de g(x) Figura 30. Area de la regién debajo de f(x)

Consideremos dos curvas y=f(x) y y=g(x), acotadas por las rectas x= a y x= b, con
ambas funciones continuas y con la condicion f(x)>g(x).

Por lo tanto, el area entre dos curvas es:

A= [If(x) - g(x)]dx (28)

En resumen, la expresion (28) nos indica que debemos obtener el area de la funcion

que estd mas hacia arriba, como se puede observar en la figura 29 y después el area de la

.

funcién que se encuentra mas abajo con direccion al eje “x”, como lo muestra la figura 30.
Una vez que se tienen ambas areas solo se tiene que realizar una diferencia para determinar
el area entre las dos funciones, mostrada en la figura 31.

3) 4 alx) +
fix)

7
b
[ - gtnax

a

/

a b

Figura 31. Area de la region entre f(x) y g(x)
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Cabe mencionar que este tema fue abordado en el apartado de 4rea por aproximacion
y fue mejorado con la integral definida, por lo tanto, solo se realizara un recordatorio, ya que
en este caso la segunda funcién siempre serd y = 0 [no tiene caso aplicar (28)].
Por ejemplo:

a) Determinar el area bajo la curva de f(x) = 0.8%, desde [0,5], del grafico de la figura

32.
A= [708"dx
Figura 32. Gréfico de f(x)
. a’
Aplicar [a¥ dv = —+c (29)
(5 ox _ 08° 5 _ (08)° (08)° _ o
A= fo 0.8* dx = 08 |0 =08 s 1.46 — (—4.48)
A~ 3.01u?

Ahora vamos a realizar ejemplos de areas entre dos graficas (“curvas”).

b) De las siguientes funciones, calcular el 4rea encerrada entre sus graficas: y = vx,

y=x
o ) ) Ahora
x = x? Elevar ambos términos al cuadrado para quitar el radical
se deben
x = x* Despejar x* al primer término q
e
x—x*=0 Por lo tanto, las raices coinciden con los puntos de corte en

x(1—x3)=0 lagrifica. x=0yx=1
determinar los puntos de interseccion que delimitan las areas, como lo muestra la figura 33,

igualando ambas funciones (y=y).
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Figura 33. Funciones f(x) y g(x)
Aplicar (28)

3
1 x5 x3 .1 202 (132 2 1
A=[Wa—x?lde=F-F1)= = —-=5-3
2

A= §u2
¢) Determinar el area entre las curvas de las siguientes funciones
y =—x%+4x y=x?—2x (ver figura 34)
Obtener los puntos de interseccion
—x% +4x =x? - 2x
—x2—x?2+4x+2x=0
—2x2+6x=0 KK [f(x)—gO®)]

2x(—x+3) =0
x=0yx=3
— (3(_9.2 _—2x* ex? 3 -2(3)3 2 [-2(0)3 2
A= [F(—2x% + 6x) dx = 22 4 2 2 22 3(3) [—3 +3(0)]
=24 27=2=9
3 3
A=9u?
y <y =—x%+4x

2
y=x%-2x

Figura 34. Puntos de cortes en los graficos
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d) Determinar el 4rea que se encuentra entre las funciones y = cosx yy =1 — Z;X, en
un intervalo de [0, g] (ver figura 35)

Debido a que ya se tienen los puntos de corte, solo se aplica (28)

y = 3x+"

-2

-3

Figura 35. Area entre las funciones

2x

A= [2(cosx —1+=)dx

3
x? /2

=senx—x+—|
T 0

R

_q_m, ™
=1-7+

41T

oS
I

1 —gz 0.214 u?

e) Calcular el area que se encuentra entre los graficos de las siguientes funciones: y =

3x3, y =3x (verfigura 36).

y=1-— b y = cos(x)

Figura 36. Tres puntos de corte en graficos
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Se observa en el grafico de la figura 36 que y = 3x pasa por la parte de arriba, por lo

tanto, los puntos de cortes son:

3x = 3x3

Se puede notar que hay 3
3x —3x3=0 puntos de corte en x? y el
afico  confirma  las
3x(1—x2) =0 gratico
x( x%) intersecciones {-1, 0, 1}.
x=0 x=1

Para obtener el drea basta con obtener en una sola seccién y multiplicar por 2

2 3.4 |1

A = f01(3x —3x3)dx = 3% - =

_ 3 3t [3(0)Z _ 3(0)4] _
T2 4 2 4 1

Aporay = 24, = 2. (g) =%= 152

7.2 LONGITUD DE ARCO

Medir una linea recta es muy facil, aplicando una herramienta y una unidad de
longitud conocida. El problema se presenta cuando se requiere medir la longitud de arco de
una curva. Entonces procedemos con el siguiente analisis:

-Disefiamos una serie de triangulos rectangulos, de los cuales las hipotenusas cubran
la curva desde a hasta b como lo muestra la figura 37 y que la base de dichos rectangulos sea

la misma “Ax”, de tal forma que cada rectangulo tenga asociado un cateto opuesto “Ay”.

y y=r
Primera
hipotenusa H?

TN

Ax

Hipotenusa

I
I
I
I
I
!

I
I
I
I
I
f
a

b

Figura 37. Longitud de curva

Para encontrar la distancia de una hipotenusa “H”, aplicamos el teorema de Pitdgoras:
H? = A? + 0? Donde:

e .

A= Adyacente = Ax= Incremento en “x
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(Y}

O=Opuesto = Ay= Incremento en “y

H= Hipotenusa = S= Longitud de curva

Entonces:
§% = Ax? + Ay? Dividir entre Ax? para procurar tener un diferencial
y una sola variable.
S _Ax® Ay’ Despeja “S” y suprimir su potencia con raiz

Ax?~ Ax? Ax?

s= 1+ ()2 Var

Si en la curva mostramos “zn”” nimeros de hipotenusas de tal forma que cada vez las

cuadrada en ambos lados.

incrementamos en nimero, observamos que Ax tiende cada vez, a ser mas pequefa y asi, se
convierte en un dx. Y cada cociente incremental Ay/Ax queda como dy/dx, que por
concepto de derivada es f'(x). La expresion toma la siguiente forma:
dy\2 Recordando la integral de Riemann, la cual
§=J1+(2) dx

9

sumaba “n” nimeros de areas, ocuparemos

el mismo principio para sumar “z” nimeros

de hipotenusas y rectificar de esta forma la

curva.
ay\ 2 Si hacemos que n — oo, el limite de la
_ \'n ay
S=3r, (1+(2) dx _
* sumatoria nos daria el valor de la curva
rectificada.

2 Y por definicion de integral de Riemann
S=1limyn, [1+ () dx P s
n—-oo

dicho limite es una integral definida en
[a, b].

= [1+(2) ax »» S=LVIHTGF dx 30

Por ejemplo:
a) Calcular la longitud de curva de la funciéon f(x) = x? en un intervalo de [0,4],
aplicando (30)
Derivar f(x)
f'(x) =2x
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Sustituir en la formula
S=['J1+@0)%dx = [/ VI+4x? dx

Resolver por sustitucion trigonométrica

a?=1 2x = tanf .. x = %tan@
a=1 dx = %secZGdH
4x?% = tan?0 V1 + 4x2 = secO

Realizar la sustitucion trigonométrica
[VT+4x? dx = = [ secO sec?6d6 = ~ [ sec30do
0 270 270
La integral [ sec30d6 fué resuelta en el apartado 5.5.1 en el inciso a), asi que, s6lo se tomard

el resultado con respecto a la variable en uso.

4
lf sec30do = l[lsece tan@ += In |sec 6 + tcm@l]4 =
270 212 2 0

1

=Zsec9tan9+i In|sec6 + tan ||

Resolviendo el triangulo rectangulo, tenemos que: Hip = V1 + 4x2, Op = 2x, Ady =1y

. . ., Hi
consultando la tabla 2 del apartado 6.6, tenemos la siguiente relacion: secf = ﬁ, tanf =
0 : : [z » r
j, por lo tanto, el resultado de la integral con respecto a la variable “x”" quedaria de la

siguiente forma.
= (VI+aZ2x) +5 In|[VT+ 422 + 2x|| &

(VT A@7.20) + 1 n [VTT A7 +20)] - [ (VI T 207 20)) +
2 |Jm+ 2(0)”

=2(V65.(8)) +5 In|V65 +8| -0+ In |V1]]

= 2v65 + £ In (V65 + 8) ~ 16.81

b) Calcular la longitud de curva de la funcién y = In(secx ) en un intervalo de [O, %]

Derivar la funcion

y, — (secx)(tanx) — tan x

secx
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Sustituir en la formula (30)

S = [ry1+ (tanx)? dx

S= foz V1 + tan?x dx Aplicar identidad: sec?x = 1 + tan®x
S = [rVsecix dx = [}secx dx

=In | secx + tanx |

=In | sec (E) + tan (E) | —In | sec (0) + tan (0) |
=In|vZ+1| -In|1+0]

=In [v2+ 1| ~ 0.88 u?
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ANEXOS

Anexo 1. Identidades trigonométricas

sen’x + cos?x =1 tanx =3 cotx = &% Dela
° CcCosXx senx
S 3 razon
5
S
sen’x =1 — cos?x 3 % |cotx =
S 8 tanx 3
2 2 S S
cos“x =1—sen“x secx = SIS
cosx Q ’E
g,
tan®x + 1 = sec®x s cscx = 3
~ senx
T 8
2x + 1 = csc? g8 = 1
cotx =csctx 3 Sen mx.cos nx = - [sen(m + n)x + sen(m — n)x] g
el
S §
2 1—cos 2x 1 NG
sen*x = ——— T §cosmx.sennx = [sen(m + n)x — sen(m — n)x] § 2
2 T R £ 2 § S
1+4cos2x ST 1 S g
cos’x = — & S g oS MX.cos nx = - [sen(m +n)x + cos(m —n)x] | 5 vg
<
=
2 2 1 S 3
cosh®x — senh®x =1 Q senmx.sennx = [sen(m + n)x — cos(m —n)x] | & 3
=
S
S
tanh®x + sech®x = 1 5 8 |cos20 = cos?6 — sen?6 <
RS” 0 o
S VW o
coth?x — csch?x = 1 T sen20 = 2senfcosf <

Anexo 2. Propiedades basicas de los logaritmos y exponenciales

Log x

Log,;x =y = »>» a¥ =xcona>0ya

Loa a

#1

De esta forma se captura en la calculadora cientifica

Log,a=1, puesa = a

In(x.y)=Inx+Iny

Log,1=0, puesa® =1

In (§)=1nx—1ny

In1=0 Inx"=nlnx
Ine=1 In"xzilnx
Ine*=n et =gq

Anexo 3. Propiedades de Factorizacion

(a+b)? =a?+ 2ab + b?

(a —b)? = a? — 2ab + b?

a’?—b%?=(a—b)(a+b)

(a+b+c)?=a?+b%+c?+2ab+ 2ac + 2bc

(a+b)® =a®+3a?b + 3ab? + b®

a®+ b3 = (a+b)(a® —ab + b?)

a® — b3 = (a—b)(a®+ab + b?)

(a —b)® =a®—3a?b + 3ab? — b®

nlank

n_ ,n n-1 nn-1) n-2;2 k4 ... n
(a+b)"=a"+na"""'b + S a b* + +k!(n_k)!b +--+b
— n-k
(@—b)" =a" —na" b + 2R qn2p2 4o (1R B p g ()"

kl(n—k)!
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Anexo 4. Propiedades de potencias

CALCULO PASO A PASO

a®=1 (a#0) a™ « b™ = (ab)"
1 _ _ 1
a =a a "= a_n
a® x q™ = g"vtm a _ aem
a_m a
(an)m = g"m al/n — ’%

Anexo 5 Propiedades de los radicales

Para a>0, b>0y n, m y k como numeros

nla _ Na
b~ b

naturales
Yab = Va+ Vb Wz = ™a
n\/am = a%

Anexo 6 Reglas de derivacion

Las reglas tienen paréntesis (n) y las propiedades corchetes [n]

d(c)=0 (M
dix)=1 @
d(cf) =cf’ 3)
dx™ = nx"1 4)
x/b = {/xa [l.a]
x1=1 [1.b]
x
1 4.1
dvx = o 4.1
" d(uv) = udv + vdu 5)
% d(ﬁ) _ vdu —2 udv (6)
S v v
G
dsenv = dvcosv @)
dcosv = —dvsenv ®)
dtanv = dv sec?v 9)
é dcotv = —dv csc?v (10)
‘g dsecv = dv secv.tanv (11)
ogo dcscv = —dv cscv. cotv (12)
=
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Generales

dv® = nv" tdv

(13)

dv
dv=——=
Vv NG

(13.1)

d(i)z_cd_"

v v2

(13.2)

Exponenciales

deV = dve?

(14)

da* = a*Ina

(15)

da’ = dva’Ina

(15.1)

Logaritmicas

dv
dinv=—
v

(16)

dloab _dv 1
0gov = vinb

(17

Trigonométricas Inversas

dv
ioo

darcsenv =

(18)

dv
ioo

darccosv=—

(19)

dv

darctanv = ———
vZ+1

(20)

dv

darccotgv = ————
9 vZ+1

@n

dv

darcsecv =———
v —1

(22)

dv
v —1

darccscv=—

(23)

Hiperbdlicas

d senh v = dv coshv

24

d coshv = dvsenhv

(25

d tanh v = dv sech?v

(26)

d cothv = —dv csch® v

@7

d sechv = —dvsechv.tanh v

(28)

dcschv = —dvcschv.tanh v

29
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Anexo 7 Formulas para integrar

de acuerdo al libro

CALCULO PASO A PASO

Aapror = 225 0
Ax = bn;a )
Ay = Mx[ f(xo) + fox1) + f(xz) + - (3)
fGn-1)]
Ay = Ax[ f(x) + )+ + 4
fGno1) + f ()]
Ay = Ax [2f (x;) — £ (x0) + f ()] (5)
[, FGOdx = lim B, f(x)Ax ©)
x; = a+ (Ax)i @)
%y, = iV ®)

: 2a
I? f()dx = F(b) - F(a) )
f;xdx—bz—z—a?z (10)
fax”dx—%z—7 conn=1 an
fardx =2t c (12)
[Z=mv+c (13)
fcosvdv=senv+c (14)
[ senvdv = —cosv + ¢ (15)
fdx=x+c (16)
[tanvsecvdv =secv+c 17)
fvivaz =iln %| +c (18)
f%=%arcmng+c (19)
[ cotvdv = In|senv| + ¢ (20)
fevdv=e"+c 21
[ sec?vdv = tanv + ¢ (22)
Judv=uwv— [vdu (23)
T
[ secvdv = #n(secv + tanv) + ¢ 25)
[ esc?vdv = —cotv + ¢ (26)
f(ax;ij:b)z = z;(nn_—31)f(ax2tf;)2-1 @7
A= [IF60) - g()ldx (8)
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A 29
fa"dv-ma+c (29)
S=[)JI+IF @ dx (30)
Otras Formulas
fedx=c[dx 3D
fdx=x+c (32)
fordv=""c (33)

n+1

- 34
Javdv=—+c (34)
[ tanvdv = —InCosv + ¢ (3%)
[ tanvdv = Insecv + ¢ (36)
[ escvdv = In(cscv — cotv) + ¢ 37
fescv.cotvdv = —cscv+c (38)

d 1 +
faz—xuz zﬂln % +c (39)
__ _ v 40
fm—arcsena+c (40)
_4v_ _ 2 4 g2 41
f\/m—ln(v+ v2t+a’+c 4D
[V v dx =TV = o7+ @

a? v
—arcsen-+c¢
2 2

v2+v2dx =2 vziaziiln v+ (43)
2 2

Jr2ta?)+c
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DICEN QUE LA MANO TIENE MEMORIA, POR LO QUE TE RECOMIENDO QUE, AL ANALIZAR CADA
EJERCICIO, PUEDAS TRANSCRIBIRLO Y RAZONARLO PARA TENER UN MEJOR APRENDIZAJE DE LOS
TEMAS QUE TE INTERESAN, QUE ESPERO SEAN, SI NO TODOS, POR LO MENOS LA MAYORIA.
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